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概要

自然数の部分集合が扱える二階算術では，「体系 hogeのモデルが存在す
る」という主張が書ける．
その（厳密にはもう少し手を加えた形の）主張には Turingジャンプによ
る計算論的特徴づけを持つものもある．

Base ⊢ ∀X ⊆ N(体系 hogeのX を含むある種のモデルが存在する

↔huga回のX の Turingジャンプが存在する)

以上の内容を二階算術の形式的体系やそのモデルを紹介しつつ説明する．
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定義

ΦA
e (m)で Turing functionalを表す．

ΦA
e (m) = yは大雑把には，外付けハードディスクAが差し込まれたコン
ピューター上でプログラム eにmを入力して実行し，結果 yが出力され
た，というもの．

変なプログラムや入力を考えると，計算が停止しないこともある．つま
り，ΦA

e (∗)は全ての入力上で定義されるとは限らない．
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BがAから計算できる
定義 (Turing還元)

A,B ⊆ ωについて，BがAに Turing還元されるとは，

Bの特性関数 = ΦA
e

を満たす e ∈ ωが存在することをいう．これをB ≤T Aと書く．加えて，
逆が成り立たないとき特にB <T Aと表記する．

B ≤T Aは，外付けハードディスクAが差し込まれた状態でならBの特
性関数を正しく計算できるプログラム eが存在する，と読める．

B ≤T ∅のときBは計算可能集合とよばれる．
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定義 (Turingジャンプ in メタ)

A ⊆ ωに対して，その Turingジャンプ TJ(A)を以下で定める．

TJ(A) := { (m, e) ∈ ω | ∃y(ΦA
e (m) = y) }

ここで (∗, ⋆) : N2 → Nは数のペアリング (m, e) = (m+ e)2 +m

外付けハードディスクAが差し込まれた状態でプログラム eに入力mを
入れて計算させて，計算が停止する (m, e)対全体
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TJ(A) = { (m, e) ∈ ω | ∃y(ΦA
e (x) = y) }の性質

命題 (TuringジャンプのΣ1(A)完全性（の一部）)

外付けのA ⊆ ωを使うことを前提にした，具体的なプログラムの停止入
力全体の集合はすべて TJ(A)に Turing還元可能．
すなわち，各 e ∈ ωについて次が成り立つ．

{m ∈ ω | ∃y(ΦA
e (m) = y) } ≤T TJ(A)

事実
A ⊆ ωについて
A <T TJ(A) <T · · · <T TJ(n,A) <T TJ(n+ 1, A) <T · · ·

となる．ただしここで

{
TJ(0, A) = A

TJ(n+ 1, A) = TJ(TJ(n,A))
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定義 (L2)

二階算術の言語 L2は次．

数変数 x, y, n,m, a, b, ...

集合変数X,Y, U, V,A,B, ...

定数記号 0, 1

二変数関数記号+, ·
二変数関係記号<,∈

原子論理式は t < s, t ∈ X, t = sの三種類（t, sは 0, 1,+, ·, x, y, z, ...を組
み合わせて得られる項）．
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定義 (∆0
0論理式)

L2論理式 θが∆0
0であるとは，集合量化（∀X, ∃Y）を含まず，数量化

（∀x,∃m）を含んだとしても有界量化（∀n < t, ∃x ≤ sなど）のみである
ことをいう．

例: ∀x < 3∃n ≤ 2x(1 + n ∈ Z)

定義 (Σ0
k,Π

0
k,Σ

1
k,Π

1
k論理式)

∆0
0をベースにして Σ0

k,Π
0
k,Σ

1
k,Π

1
k論理式が以下のように定義される．

Σ0
k · · · ∃x1∀x2, ...., Qxkθ where θ ∈ ∆0

0

Π0
k · · · ∀x1∃x2, ...., Qxkθ where θ ∈ ∆0

0

Σ1
k · · · ∃X1∀X2, ...., QXkφ where φ ∈ Σ0

n for some n ∈ ω

Π1
k · · · ∀X1∃X2, ...., QXkφ where φ ∈ Σ0

n for some n ∈ ω

∆1
0 :=

⋃
k∈ω Σ0

k =
⋃

k∈ω Π0
k ∋ φを算術的論理式とよぶ．
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定義 (ωモデル)

次の七つ組を ωモデルとよぶ．

(ω,S,+, ·, 0, 1, <)

ただしここで (ω,+, ·, 0, 1, <, )は通常の一階算術の構造で，S ⊆ P(ω)，

ωモデルはその二階部分 S で決定されるので，以降 ωモデルをその二階
部分で代表する．

例

S = {∅,偶数全体, ω}なら S |= ∃X

Π0
1論理式︷ ︸︸ ︷

∀n(n ∈ X ↔ ∃k ≤ n(n = 2k)︸ ︷︷ ︸
∆0

0論理式

)

︸ ︷︷ ︸
Σ1

1論理式

.
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ωモデルの簡単に確認できる性質

命題
任意の ωモデル S について以下が成り立つ．
S パラメータを許したすべての算術的論理式 θについて，

P(ω) |= θ ⇔ S |= θ

命題
任意の ωモデル S について以下が成り立つ．
S パラメータを許したすべての L2論理式 φ(n)について，

S |= φ(0) ∧ ∀n(φ(n)→ φ(n+ 1))→ ∀nφ(n)

証明.

メタ（集合論）において {n ∈ ω | S |= φ(n) } という集合を作り，メタに
おける帰納法で示せる．

橋本 航気 (名古屋大学大学院情報学研究科) November 27, 2022 13 / 33



二階算術の形式的体系

定義
二階算術の形式的体系ACA0は次の公理からなる．

1 和，積，0，1,大小などに関する基本的な公理（PA−）
2 ∀X(0 ∈ X ∧ ∀n(n ∈ X → n+ 1 ∈ X)→ ∀n(n ∈ X))

3 ∃X∀n(n ∈ X ↔ φ(n)) (ここでφは 算術的論理式︸ ︷︷ ︸
∃x1∀x2,....,Qxk∆

0
0の形

)

最後は公理図式で，算術的内包公理図式とよばれる．

このACA0よりも弱い体系にRCA0がある．RCA0は二階算術上の逆数
学で土台となる体系で，計算可能集合全体が最小の ωモデルになる．
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Turingジャンプの二階算術上での形式化

定義

Φ(e, n,X)をRCA0上の Σ0
1普遍論理式の一つとする．つまり，

Φ(e, n,X)はそれ自身 Σ0
1であり，任意の Σ0

1論理式 φ(x, n,X)について
以下をみたす．

RCA0 ⊢ ∀x∃e∀X∀n(φ(x, n,X)↔ Φ(e, n,X))

Φ(e, n,X)は eをいろいろ動かすことですべての Σ0
1論理式を表せる．

定義 (Turingジャンプ in RCA0)

A ⊆ Nに対して，AのTuringジャンプはそれが存在するとき以下とする．

TJ(A) := { (m, e) | Φ(e,m,A) }

橋本 航気 (名古屋大学大学院情報学研究科) November 27, 2022 15 / 33



事実
RCA0上で次の二つは同値．

算術的内包公理図式 a

∀X∃TJ(X)

a∃X∀n(n ∈ X ↔ φ(n)) (ここでφは 算術的論理式︸ ︷︷ ︸
∃x1∀x2,....,Qxk∆

0
0の形

)

ACA0の最小の ωモデルは次で与えられる．

ARITH := {A ⊆ ω | Aは算術的論理式で定義可能 }
= {A ⊆ ω | A ≤T TJ(n,∅) for some n ∈ ω }

cf. Postの定理
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ACA0の素朴な強化先

定義

∆1
1-CA0 := ACA0 +∆1

1論理式の内包公理図式
ACA+

0 := ACA0 + ∀X∃TJ(ω,X)

定理 ([1]Theorem VIII.4.5)

∆1
1-CA0はHYP = {X ⊆ ω | X は超算術的 }を最小の ωモデルにもつ．

命題

ACA+
0 には ω回ジャンプに閉じる最小の ωモデルが存在する．

事実

ACA+
0 と∆1

1-CA0は比較不能．(cf. [1]TheoremIX.4.4)
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以上まとめ
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二階算術における集合族のコード化

形式的体系内部における自然数全体の集合（n = nに内包公理を適用し
て得られる）はNで表し，メタにおける自然数全体の集合 ωと区別する．
数のペアリング (i, n) = (i+ n)2 + iによって N× N ⊆ Nとみなす．
以上のもとでW ⊆ Nは集合族 ⟨(W )n|n ∈ N⟩のコードとみなすことがで
きる，

縦棒が (W )0, (W )1, (W )2, (W )3, ..., (W )n, ...
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定義 (coded ω-model)

以下はRCA0内部で定義される．集合W ⊆ Nに対し，それがコードし
ている集合族 ⟨(W )n|n ∈ N⟩を二階部分にして得られる L2構造

(N, ⟨(W )n|n ∈ N⟩ ,+, 0, 1, <)

を coded ω-modelとよぶ．

coded ω-modelにおいて充足の概念 (|=)がきちんと定まるか否かは，そ
のコード（⊆ N）の存在とは別問題．
ACA0なら充足がきちんと定まるか否かの問題は”おおよそ”無視できる．
すなわち，

命題 ([1] Lemma VII.2.2の一般化)

すべての”メタ”L2論理式 φについて次がACA0で証明できる．
任意の coded ω-model M に対し，φにM のパラメータを任意に代入し
た結果の φM について次が成り立つ．

M |= φM or M ̸|= φM
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coded ω-modelの簡単に確認できる性質．
命題
すべての算術的論理式 θについて次がACA0で証明できる．
任意の coded ω-model M に対し，θにM のパラメータを任意に代入し
た結果の θM について次が成り立つ．

θM ↔M |= θM

命題 (ACA0 proves)

すべてのメタ L2論理式 φ(n)について次がACA0で証明できる．
任意の coded ω-model M に対し，φ(n)の n以外の箇所にM のパラメー
タを任意に代入した結果の φM (n)について次が成り立つ．

M |= φM (0) ∧ ∀n(φM (n)→ φM (n+ 1))→ ∀nφM (n)

証明.

算術的内包公理で {n ∈ N |M |= φM (n) }を作ればよい．
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Turingジャンプと coded ω-modelとの対応

定理
ACA0で以下の同値が成り立つ．
∀X((∃coded ω-model Ms.t.X ∈M |= ACA0)↔ ∃TJ(ω,X))
∀X((∃coded ω-model Ms.t.X ∈M |= ACA+

0 )↔ ∃TJ(ω2, X))
∀X((∃coded ω-model Ms.t.X ∈M |= ∆1

1-CA0)↔ ∀α < ωX
1 ∃TJ(α,X))

証明.

上二つは比較的容易に示せる．三段目は (←)が [1]Lemma VIII.4.19その
ものであり，(→)は [7]Lemma 7.5の証明から分かる．

三段目の∆1
1-CA0は weakΣ1

1-AC0や Σ1
1-AC0，Σ1

1-DC0に変えてもよい．
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定義
T は再帰的公理化可能な L2理論とする．ここで ωT を次のように定める．
ωT := ACA0 + ∀X∃ coded ω-modelMs.t.X ∈M |= T

既存の事実と直前の定理から分かる含意関係．
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定義

ATR0 := ACA0 + ∀X∀α < ωX
1 ∃TJ(α,X)

つまりATR0 ≡ ω∆1
1-CA0

ATR0の ωモデルに関して次が知られている．

定理 ([1]Theorem VIII.6.12（の系）)

再帰的公理化可能でATR0を含意する L2理論には最小の ωモデルは存
在しない．

最後に ωATR0について調べていく．
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定義 (ωモデル反映)

φ(X)をX のみを自由集合変数にもつ論理式とし．次の形の論理式を
RFNφとかく．

∀X[φ(X)→ ∃coded ω-model Ms.t.X ∈M |= ACA0 + φ(X)]

そして Σ1
k-RFN0を以下とする．

ACA0 + {RFNφ | φ(X)はX のみを自由集合変数にもつΣ1
k論理式 }

命題

Σ1
2-RFN0 ≡ Σ1

1-RFN0 ≡ ACA+
0

定理 ([1]Theorem VIII.5.12，Theorem VIII.4.11)

Σ1
3-RFN0 ≡ Σ1

1-DC0 ≡ Π1
1-TI0であり，HYPを最小の ωモデルにもつ．

橋本 航気 (名古屋大学大学院情報学研究科) November 27, 2022 26 / 33



∀X∃ coded ω-model Ms.t.X ∈M |= ATR0を調べる．

命題

ATR0 +Π1
1-TI0 ⊢ (ωATR0)

証明.

Π1
1-TI0 ≡ Σ1

3-RFN0とATR0が
Π1

2文で有限公理化できることか
ら分かる．
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∀X∃ coded ω-model Ms.t.X ∈M |= ATR0を調べる．

事実 ([1]Theorem VIII.5.6, ω-model Incompleteness)

T をACA0を含意する再帰的公理化可能な L2理論とする．このとき，も
し T の可算 ωモデルがあれば，以下の可算 ωモデルも存在する．

T + ¬∃ coded ω-model of T

命題
ωATR0 ̸⊢ ATR0 +Π1

1-TI0

証明.
ωATR0には可算 ωモデルがあるので，ω-model Incompletenessから
ωATR0 + ¬∃ coded ω-model of ωATR0の可算 ωモデル S がとれる．
ωATR0は有限個のΠ1

2文で公理化できることから，この S が Σ1
3-RFN0，

すなわちΠ1
1-TI0の充足に失敗していることが分かる．
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∀X∃ coded ω-model Ms.t.X ∈M |= ATR0を調べる．

命題
ωATR0と Σ1

1-DC0は比較不能

証明.

Σ1
1-DC0 ̸⊢ (ωATR0)は

Σ1
1-DC0 ̸⊢ ATR0から分かる．

ωATR0 ̸⊢ Σ1
1-DC0は先と同様に

ω-model Incompletenessを用い
て示せる．

ATR0 +Σ1
1-IND ≡ Σ1

1-TI0は [4]の Theorem2.5である．その他はここま
でに提示した事実や第二不完全性定理から従う．
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総括
Turingジャンプの繰り返し回数によって，いくつかの体系の
coded ω-modelの存在が特徴づけられる．
ATR0は最小の ωモデルを持たないので扱いが難しそうだが，ATR0の
coded ω-modelの存在とよい対応のある計算論的概念がないだろうか．
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