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一階ペアノ算術 PA と不完全性定理

一階ペアノ算術 PAは自然数論の形式的理論の一つ
自然数の和・積・順序に関する公理（例:積の交換法則 ∀x, y(x · y = y · x)）
である離散全順序環の非負部の公理系＋帰納法公理図式

定理 (PAの健全性)

PAで証明可能な命題は Nで真．
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一階ペアノ算術 PA と不完全性定理

一階ペアノ算術 PAは自然数論の形式的理論の一つ

定理 (PAの健全性)

PAで証明可能な命題は Nで真．

Q. この逆，Nで真な命題は PA
で証明可能（PAの完全性）は
成り立つか．
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一階ペアノ算術 PA と不完全性定理

一階ペアノ算術 PAは自然数論の形式的理論の一つ

定理 (PAの健全性)

PAで証明可能な命題は Nで真．

Q. この逆，Nで真な命題は PA
で証明可能（PAの完全性）は
成り立つか．
A. 成り立たない（∵第一不完全
性定理）．
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一階ペアノ算術 PA と不完全性定理

一階ペアノ算術 PAは自然数論の形式的理論の一つ

定理 (PAの健全性)

PAで証明可能な命題は Nで真．

Q. この逆，Nで真な命題は PA
で証明可能（PAの完全性）は
成り立つか．
A. 成り立たない（∵第一不完全
性定理）．特に自身の無矛盾性
（∵第二不完全性定理）．

注意

右図の狭間にあるものが PAの
独立命題である．
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一階ペアノ算術 PA と不完全性定理

一階ペアノ算術 PAは自然数論の形式的理論の一つ

定理 (PAの健全性)

PAで証明可能な命題は Nで真．

Q. この逆，Nで真な命題は PA
で証明可能（PAの完全性）は
成り立つか．
A. 成り立たない（∵第一不完全
性定理）．特に自身の無矛盾性
（∵第二不完全性定理）．
Q. Nで真な “自然数に関する”
命題で PAから証明できないも
のはあるか．
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一階ペアノ算術 PA と不完全性定理

一階ペアノ算術 PAは自然数論の形式的理論の一つ

定理 (PAの健全性)

PAで証明可能な命題は Nで真．

Q. この逆，Nで真な命題は PA
で証明可能（PAの完全性）は
成り立つか．
A. 成り立たない（∵第一不完全
性定理）．特に自身の無矛盾性
（∵第二不完全性定理）．
Q. Nで真な “自然数に関する”
命題で PAから証明できないも
のはあるか．
A. パリス・ハーリントン原理
(1977)などがある．
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パーティー問題と有限鳩ノ巣原理

例 (パーティー問題)

6人いれば，3人が互いに知り合いであるか，初対面であるかのいずれか
の状況が発生する．

緑:知り合い
赤:初対面

任意の f : [{A, ..., F}]2 → {緑,赤 } に a対し，
あるH ⊆ {A, ..., F} が存在し，
H の要素数が 3かつ f が [H]2上で一定

左の図ならH = {A,B,D}で
f({A,B}) = f({A,D}) = f({B,D}) =緑

a[X]2 :={Y ⊆ X | Y の要素数 = 2}
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パーティー問題と有限鳩ノ巣原理

例 (パーティー問題)

6人いれば，3人が互いに知り合いであるか，初対面であるかのいずれか
の状況が発生する．

緑:知り合い
赤:初対面

任意の f : [{A, ..., F}]2 → {緑,赤 } に a対し，
あるH ⊆ {A, ..., F} が存在し，
H の要素数が 3かつ f が [H]2上で一定
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パーティー問題と有限鳩ノ巣原理

例 (有限鳩ノ巣原理)

任意の c, k ∈ Nに対し，以下を満たすm ∈ Nが存在する．
c個の鳩の巣に合計m羽の鳩がいれば，k羽以上鳩がいる鳩の巣がある．

任意の f : [m]1 → cに a対し，
あるH ⊆ mが存在し，
H の要素数が kかつ f が [H]1上
一定．

f はm個の点（＝鳩）の c色塗り分
け（＝鳩の巣の割り当て）とみな
せる．

a[X]1 :={Y ⊆ X | Y の要素数 = 1}
N ∋ m = {0, 1, ...,m− 1}
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有限ラムゼーの定理とそのバリエーションたち

定義

X ⊆ N, n ∈ Nについて

[X]n := {Y ⊆ X|card(Y ) = n}(⊆ P(N))

X ⊆ N, n, c, k ∈ Nに対し
X → (k)nc :⇔ 「任意の f : [X]n → cに対し，あるH ⊆ X が存在し，

card(H) = kかつ f ↾ [H]nが定数関数になる」

m ∈ Nは集合 {0, . . . ,m− 1}と同一視 (0は∅ と同一視 )．
例えば [4]2 = {{0, 1}, {0, 2}, {0, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}

例 (パーティー問題)

6 → (3)22

例 (有限鳩ノ巣原理)

∀c, k ∈ N∃m ∈ N[m → (k)1c ]

定理 (有限ラムゼーの定理)

∀n, c, k ∈ N∃m ∈ N[m → (k)nc ]
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有限ラムゼーの定理とそのバリエーションたち

X → (k)nc ⇔ 「任意の f : [X]n → cに対し，あるH ⊆ X が存在し，
card(H) = kかつ f ↾ [H]nが定数関数になる」

定理 (有限ラムゼーの定理)

∀n, c, k ∈ N∃m ∈ N[m → (k)nc ]

定義

X ⊆ N, n, c, k ∈ Nに対し

X →
∗
(k)nc :⇔

「任意の f : [X]n → cに対し，あるH ⊆ X が存在し，
card(H) ≥ max(k,min(H))かつ f ↾ [H]nが定数関数に
なる」

定理 (パリス・ハーリントン原理)

∀n, c, k ∈ N∃m ∈ N[m →
∗
(k)nc ]
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有限ラムゼーの定理とそのバリエーションたち

定義

X ⊆ N, n, k ∈ Nに対し

X → (k)nreg :⇔

「任意の後退的なf : [X]n → Nに対し，
あるH ⊆ X が存在し，card(H) = kであって，
x1 < x2 < · · · < xn，x1 < y2 < · · · < ynなる任意の
2n− 1個のH の元に対し
f(x1, x2, . . . , xn) = f(x1, y2, . . . , yn)が成り立つ．」

ただしここで f : [X]n → Nが後退的であるとは，
すべての x1 < x2 < · · · < xn (xi ∈ X)に対し f(x1, x2, · · · , xn) < x1 となることを意

味する．

定理 (金森・マカルーン原理)

∀n, k ∈ N∃m ∈ N[m → (k)nreg]
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有限ラムゼーの定理とそのバリエーションたち

定義

X ⊆ N, n, k ∈ Nに対し

X
can→
∗

(k)n :⇔

「任意の dom(f) = [X]nなる f に対し，
あるH ⊆ X と υ ⊆ n が存在し，
card(H) ≥ max(k,min(H))かつ任意のH の元
x0 < x1 < · · · < xn−1, y0 < y1 < · · · < yn−1 に対し，
∀i ∈ υ, xi = yi ⇔ f(x0, ..., xn−1) = f(y0, ..., yn−1)
が成り立つ．」

定理 (大きさに条件が付いたカノニカルラムゼーの定理)

∀n, k ∈ N∃m ∈ N[m can→
∗

(k)n]

m → (k)nc m → (k)nreg m
can→
∗

(k)n
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有限ラムゼーの定理とそのバリエーションたち
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独立性証明で用いるモデル理論の道具

定義

Y (x, y)は以下の条件を満たすとき，（PAにおいて）PAを充足するのた
めの良く振る舞う指標 (well-behaved indicator)とよぶ．

Y (x, y) = zは PA上可証再帰的な関数．

PA ⊢ ∀x, y, x′, y′(x′ ≤ x ∧ y ≤ y′ → Y (x, y) ≤ Y (x′, y′) ≤ y′)

任意の超準モデルM |= PAと任意の a, b ∈ M に対し．
N < Y (a, b) ⇔ a ∈ I < bかつ I |= PAを満たすM の始切片 I が
存在．

定理

YPH(x, y) := max{e|∀n ≤ e([x, y] →
∗
(2n)n3 )}

YKM (x, y) := max{e|∀n ≤ e([x, y] → (2n)nreg)}

YERL(x, y) := max{e|∀n ≤ e([x, y]
can→
∗

(2n)n)}

はそれぞれ PAを充足するための良く振る舞う指標となる．
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独立性証明で用いるモデル理論の道具

YPH(x, y) := max{e|∀n ≤ e([x, y] →
∗
(2n)n3 )}

は PAを充足するための良く振る舞う指標となる．

定理

PAを充足するための良く振る舞う指標 Y (x, y)について以下が成り立つ．

PA ̸⊢ ∀x, z∃yY (x, y) ≥ z
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独立性証明で用いるモデル理論の道具

結論
うまく何かしらの命題と関連づいた
指標が定義できさえすれば，数学的
に有意味な PAの独立命題を構成で
きるため，PAを調べる際に指標は
有用な道具の一つである．

関連
パリス・ハーリントン原理の独立性
証明には他にも急増加関数
PH(n, c, k) = (µm)[m →

∗
(k)nc ] が

PA上可証再帰的なクラスから外れ
ることを利用する証明論的方法が
ある．

以降のスライドは参考文献リスト．
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