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概要

本稿の証明は Kaye [1]のそれをある程度のまとまりに分けて再構築したものである．

補題 0.1. M |= PAとする。φ(x)をM |= Qxφ(x)を満たすLA(M)論理式とし、任意にLA(M)

論理式 θ(x, y)をとる。このとき、以下を満たすLA(M)論理式 ψ(x)が存在する。

(a) M |= Qxψ(x)

(b) M |= ∀x(ψ(x) → φ(x))

(c) すべての a ∈M に対して、以下のいずれかが成り立つ。

M |= ∃y∀x(x > y ∧ ψ(x) → θ(x, a)) または M |= ∃y∀x(x > y ∧ ψ(x) → ¬θ(x, a))

証明. まず θ(x, y)は ∀w(w = ⟨y⟩ → θ(x,w))と PA上同値なので、初めから y はひとつの変数だ

と思うことにする。

χ(x, y, s)を以下の論理式とする。

φ(x) ∧ ∀u < y[(s)u = 0 ↔ θ(x, u)]

χ(x, y, s) は直感的には φ(x) ∧
∧

u<y(¬)(s)uθ(x, u) を意味する。ただしここで (¬)(s)u とは、
(s)u = 0のときに空でそうでないとき ¬である。
Claim1: χ(x, y, s)について次が成り立つ。

(i) M |= ∀y∃s∀u < y(Qz(χ(z, u, s) ∧ θ(z, u)) ↔ (s)u = 0)。

(ii) 各 y ∈M に対し、(i)を満たす sは以下の意味で一意的である。

M |= ∀y∀s, s′[∀u < y(Qz(χ(z, u, s) ∧ θ(z, u)) ↔ (s)u = 0)∧
∀u < y(Qz(χ(z, u, s′) ∧ θ(z, u)) ↔ (s′)u = 0)

→ ∀u < y((s)u = 0 ↔ (s′)u = 0) ∧ ∀x∀u ≤ y(χ(x, u, s) ↔ χ(x, u, s′))]。

(i)は Kaye [1] 補題 5.8を用いて y に関する帰納法で容易に示せる。(ii)を y に関する帰納法で示

す。y = 0は明らかである。いま s, s′ ∈M を

M |=∀u < y + 1(Qz(χ(z, u, s) ∧ θ(z, u)) ↔ (s)u = 0)∧
∀u < y + 1(Qz(χ(z, u, s′) ∧ θ(z, u)) ↔ (s′)u = 0)
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を満たすようにとれば、帰納法の仮定から

M |= ∀u < y((s)u = 0 ↔ (s′)u = 0) ∧ ∀x∀u ≤ y(χ(x, u, s) ↔ χ(x, u, s′))

が成り立つので

M |= (s)y = 0 ↔ Qz(χ(z, y, s) ∧ θ(z, y))
↔ Qz(χ(z, y, s′) ∧ θ(z, y)) (∵ χの定義)

↔ (s′)y = 0

よりM |= ∀u < y + 1((s)u = 0 ↔ (s′)u = 0)が成り立つ。したがって任意の x ∈M に対し

M |= χ(x, y + 1, s) ⇔M |= φ(x) ∧ ∀u < y + 1[(s)u = 0 ↔ θ(x, u)]

⇔M |= φ(x) ∧ ∀u < y + 1[(s′)u = 0 ↔ θ(x, u)]

⇔M |= χ(x, y + 1, s′)

が成り立つのでM |= ∀x∀u ≤ y + 1(χ(x, u, s) ↔ χ(x, u, s′))も得られる。以上で帰納法が完了し

た。Claim1の証明終わり。

次に δ(x, y)を以下の論理式とする。

∃s[∀u < y(Qz(χ(z, u, s) ∧ θ(z, u)) ↔ (s)u = 0) ∧ χ(x, y, s)]

Claim2: M |= ∀yQxδ(x, y)
y に関する帰納法で示す。y = 0なら

δ(x, 0) ↔ ∃s[∀u < 0(Qz(χ(z, u, s) ∧ θ(z, u)) ↔ (s)u = 0) ∧ χ(x, 0, s)]
↔ ∃sχ(x, 0, s)
↔ ∃s[φ(x) ∧ ∀u < 0[(s)y = 0 ↔ θ(x, u)]]

↔ φ(x)

であるのでM |= ∀x(δ(x, 0) ↔ φ(x)) となり、M |= Qxφ(x) だったことから結論が従う。次に

y ∈M |= Qxδ(x, y)だと仮定する。すると Claim1(i)より次を満たす s ∈M が存在する。

∀u < y(Qz(χ(z, u, s) ∧ θ(z, u)) ↔ (s)u = 0) (0.1)

Subclaim2.1: M |= ∀x(χ(x, y, s) ↔ δ(x, y))

任意に x ∈M をとって固定しておく。このとき、

M |= χ(x, y, s)

⇒M |= ∀u < y(Qz(χ(z, u, s) ∧ θ(z, u)) ↔ (s)u = 0) ∧ χ(x, y, s) (∵ 式 (0.1))

⇒M |= δ(x, y)

⇒ ある s′ ∈M でM |= ∀u < y(Qz(χ(z, u, s′) ∧ θ(z, u)) ↔ (s′)u = 0) ∧ χ(x, y, s′)
⇒M |= χ(x, y, s) (∵ 式 (0.1)と Claim1(ii))

が成り立つ。Subclaim2.1の証明終わり。
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Subclaim2.2: M |= Qx(δ(x, y) ∧ θ(x, y)かM |= Qx(δ(x, y) ∧ ¬θ(x, y)の少なくとも一方は成
り立つ。

もし仮に両方が成り立たないなら

M |= ∃w∀x(x ≥ w → ¬δ(x, y) ∨ ¬θ(x, y))かつM |= ∃w∀x(x ≥ w → ¬δ(x, y) ∨ θ(x, y))

となり、双方の wの大きい方を考えることで

M |= ∃w∀x(x ≥ w → ¬δ(x, y))

が導かれてM |= Qxδ(x, y)に反する。Subclaim2.2の証明終わり。

Case1: M |= Qx(δ(x, y) ∧ θ(x, y))のとき。
Subclaim2.1 より M |= Qx(χ(x, y, s) ∧ θ(x, y)) であるので、M |= ∀x(χ(x, y, s) ∧ θ(x, y) →

δ(x, y+1))を示せば十分。まずKaye [1]補題 5.8を使ってM |= ∀u < y((s′)u = (s)u)∧(s′)y = 0

を満たすように s′ ∈M を構成すると、明らかにM |= ∀x(χ(x, y, s) ↔ χ(x, y, s′))であるので

M |= ∀u < y(Qz(χ(z, u, s) ∧ θ(z, u)) ↔ Qz(χ(z, u, s′) ∧ θ(z, u)))

が成り立つ。したがって M |= ∀u < y(Qz(χ(z, u, s′) ∧ θ(z, u)) ↔ (s′)u = 0) 。いま M |=
Qz(χ(z, y, s′) ∧ θ(z, y)) ↔ (s′)y = 0 であるので、合わせて

M |= ∀u < y + 1(Qz(χ(z, u, s′) ∧ θ(z, u)) ↔ (s′)u = 0)

を得る。いま任意に x ∈M |= χ(x, y, s) ∧ θ(x, y)をとると、

M |= χ(x, y, s) ∧ θ(x, y) ⇒M |= χ(x, y, s′) ∧ θ(x, y)
⇒M |= χ(x, y, s′) ∧ (θ(x, y) ↔ (s′)y = 0)

⇒M |= χ(x, y + 1, s′)

であるので、以上から

M |= ∀u < y + 1(Qz(χ(z, u, s′) ∧ θ(z, u)) ↔ (s′)u = 0) ∧ χ(x, y + 1, s′)

すなわちM |= δ(x, y + 1)が導かれたので、M |= Qxδ(x, y + 1)が成り立つ。

Case2: M ̸|= Qx(δ(x, y) ∧ θ(x, y)のとき。
Subclaim2.2 より M |= Qx(δ(x, y) ∧ ¬θ(x, y) であり、これは Subclaim2.1 より

M |= Qx(χ(x, y, s)∧¬θ(x, y)と同値である。したがってM |= ∀x(χ(x, y, s)∧¬θ(x, y) → δ(x, y))

を示せば十分であり、M |= ∀u < y((s′)u = (s)u) ∧ (s′)y = 1を満たすように s′ ∈M を構成すれ

ば後は Case1と全く同様にこの s′ によってM |= δ(x, y + 1)だと分かりM |= Qxδ(x, y + 1)が

結論できる。

したがって以上からM |= Qxδ(x, 0) ∧ ∀y(Qxδ(x, y) → Qxδ(x, y + 1))が成り立つことが確認

できたのでM |= ∀yQxδ(x, y)が結論できた。Claim2の証明終わり。
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次に”xは y + 1番目にδ(x, y)を満たす元”を意味する論理式 γ(x, y)が以下で定まる。

∃w[∀v < (w)0¬δ(v, y) ∧ δ((w)0, y) ∧ x = (w)y∧
∀u < y(δ((w)u+1, y) ∧ (w)u < (w)u+1 ∧ ∀v < (w)u+1((w)u < v → ¬δ(v, y)))]

Claim3: M |= ∀y∃!xγ(x, y)
y ̸= 0の場合、”M |= δ(x, y)を満たす y + 1番目の元 x”は Claim2によって必ず存在し、明ら

かに一意である。y = 0 も同様に、M |= δ(x, 0) を満たす最小の x がただひとつのM |= γ(x, 0)

を満たす元である。Claim3の証明終わり。

ψ(x) = ∃yγ(x, y)とおく。以下ではこの ψ が補題の条件 (a), (b), (c)を満たすことを確認する。

Claim4: ψ は補題の条件 (a)を満たす。すなわちM |= Qx∃yγ(x, y)が成り立つ。
任意に z ∈ M をとる。このとき Claim3よりM |= γ(x, z)を満たすただひとつの xが存在し、

xはM |= δ(x, z)を満たす z + 1番目の元なので x ≥ z である。ゆえにM |= ∀z∃x ≥ zγ(x, z)す

なわちM |= ∀z∃x ≥ z∃yγ(x, y)が成り立つ。
Cliam5: ψ は補題の条件 (b)を満たす。すなわちM |= ∀x(∃yγ(x, y) → φ(x)) が成り立つ。

任意に x ∈M |= ∃yγ(x, y)をとると、ある y でM |= γ(x, y)となり

M |= γ(x, y) ⇒M |= δ(x, y)

⇒ ある s ∈M でM |= χ(x, y, s)

⇒M |= φ(x)

が成り立つ。

Cliam6: ψ は補題の条件 (c)を満たす。

任意に a ∈M を取ると、このとき Claim3よりM |= γ(y, a)を満たす yがただひとつ存在する。

Subclaim6.1: M |= ∀x(x > y ∧ ∃wγ(x,w) → ∃w > aγ(x,w))

x ∈ M |= x > y ∧ ∃wγ(x,w) を任意にとり、w ≤ a なる w でM |= γ(x,w) を満たすものが

存在したと仮定して矛盾を導けば十分。いま x は δ(x,w) を満たす w + 1 番目の元であり、y は

δ(y, a)を満たす a+ 1番目の元であるのだが、δ の定義からM |= ∀z(δ(z, a) → δ(z, w))が成り立

つので x ≤ y が導かれて矛盾する。Subclaim6.1の証明終わり。

Claim1 より (s)u(0 ≤ u ≤ a) の値が 0 かそうでないかに関して一意的に以下を満たす s がと

れる。
M |= ∀u ≤ a(Qz(χ(z, u, s) ∧ θ(z, u)) ↔ (s)u = 0)

ここで任意に x ∈ M |= x > y ∧ ∃wγ(x,w) をとると、Subclaim6.1 よりある w > a で M |=
γ(x,w)が成り立つ。γ の定義よりM |= δ(x,w)であるので、ある s′ ∈M で以下が成り立つ。

M |= ∀u < w(Qz(χ(z, u, s′) ∧ θ(z, u)) ↔ (s′)u = 0) ∧ χ(x,w, s′)

いま a < w なので特に M |= ∀u ≤ a(Qz(χ(z, u, s′) ∧ θ(z, u)) ↔ (s′)u = 0) であるから、

Claim1(ii) より M |= (s)a = 0 ↔ (s′)a = 0 である。また M |= χ(x,w, s′) より M |= ∀i <
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w((s′)i = 0 ↔ θ(x, i)) であるので、特に i を a としてM |= (s′)a = 0 ↔ θ(x, a) を得る。した

がって
M |= (s)a = 0 ↔ θ(x, a)

が成り立つ。ゆえにM |= x > y ∧ ∃wγ(x,w)を満たす xについては、θ(x, a)の真偽は xに依存

せず、(s)a の値で確定している。
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