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概要

上手くいかなかった所などは一部定義を変更しているが，全般的に本稿の証明はKaye [1]の

行間を埋めた形である．*1

1 配列操作関数とゲーデル数

Kaye [1]補題 5.8で示したように，∆0 論理式 (x)y = z は次の性質を満たす．

(a) ∀x, y∃!z (x)y = z

(b) ∀x, y (x)y ≤ x

(c) ∀x, ∃y (y)0 = x

(d) ∀x, y, z∃w (∀i < z(w)i = (y)i) ∧ (w)z = x)

この関数を元にして以降では様々な関数や関係を定義するのだが，コードに上界を与える目的以外

でその関数の構成に立ち入ることはないので，上の 4つの条件を満たせば関数の具体的構成方法は

なんでもよい．

定義 1.1. len(x) = y ↔ (x)0 = y ，[x]y = z ↔ (y ≥ len(x)∧ z = 0)∨ (y < len(x)∧ (x)y+1 = z)

PA上で ∀x∃!ylen(x) = y や ∀x, y∃!z[x]y = z が証明できることは明らか．

[x]y は以降でもっとも基本的となるデコードのための関数であり，これはコードの一番最初の元

を長さと見なしてデコードを行う．

命題 1.2. 各 n ∈ Nに対し，次が成り立つ．

PA ` ∀x0, ..., xn−1∃z[len(z) = n ∧ ∀i < n([z]i = xi)]

証明. ゲーデルの補題から明らか．

*1 SatΣn などについては確認すべき作業が膨大なため省略した．不完全なものでよければ，問い合わせフォームから
連絡してもらえば送付する．
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定義 1.3. last(x) = y ↔ [x]len(x)−1 = y

定義 1.4. （有限長さ配列）各 n ∈ N(n ≥ 1)に対し，

[x0, x1, ..., xn−1] = min { z | len(z) = n ∧
∧
i<n

([z]i = xi) }

[] = min { z | len(z) = 0 }

min { z | φ(z) }による関数の定義は https://nuhashikou.github.io/homepage/contents/

genngonotuika2.pdfの 3節を見よ．中身の論理式はすべて ∆0 なので可証再帰的でもある．ま

た明らかに ∀x([[x]]0 = x) である．

定義 1.5. （連結）

x∩y = min

{
z

∣∣∣∣ len(z) = len(x) + len(y)∧
∀i < len(x)([z]i = [x]i) ∧ ∀j < len(y)([z]len(x)+j = [y]j)

}
定義から明らかに len(x∩y) = len(x) + len(y) ≥ max(len(x), len(y))である．

定義 1.6. （制限）

x ↾ y = min {w | len(w) = y ∧ ∀i < len(w)([w]i = [x]i) }

定義 1.7. （置換）

x[y/z] = min

{
w

∣∣∣∣ len(w) = max(len(x), z + 1)∧
∀i < len(w){(i = z → [w]i = y) ∧ (i 6= z → [w]i = [x]i)}

}
定義 1.8. （部分）

x ⊆p y ↔ len(x) ≤ len(y)∧∃i ≤ len(y)− len(x)[∀j < len(x)([x]j = [y]i+j)]∧
∀z < x(len(z) 6= len(x) ∨ ∃i < len(x)([x]i 6= [z]i))︸ ︷︷ ︸

x の最小性

これは例えば [1, 3, 2, 7] ⊆p [9, 8, 1, 3, 2, 7, 11]のように，xがコードする列が y に連続的に含ま

れているという関係である．この x ⊆p y の定義 2行目で xに最小性を要求しているのは次の補題

を成立させるためである．

補題 1.9. 各 n ≥ 1に対して，Σn(PA)と Πn(PA)は以下の部分量化に閉じる

∀x(x ⊆p y → · · · )， ∃x(x ⊆p y ∧ · · · )

証明. まず x ⊆p y は ∆0 論理式であることに留意せよ．また，Kaye [1]命題 7.1より，Σn(PA)

と Πn(PA)はそれぞれ有界量化に閉じる．よって θ(x, y, z)を Σn 論理式とすると，∀x(x ⊆p y →
θ(x, y, z))は次と同値になる．

∃l[l = len(y) ∧ ∀i, j ≤ l[i+ j ≤ l→ ∃x{len(x) = j ∧ ∀k < j([x]k = [y]i+k)∧
∀u < x(len(u) 6= j) ∨ ∃k < j([u]k 6= [y]i+k) ∧ θ(x, y, z)}]
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次に θ(x, y, z)を Πn 論理式とすると，∃x(x ⊆p y ∧ θ(x, y, z))は次と同値．

∀l[l = len(y)→ ∃i, j ≤ l[i+ j ≤ l ∧ ∀x{len(x) = j ∧ ∀k < j([x]k = [y]i+k)∧
∀u < x(len(u) 6= j) ∨ ∃k < j([u]k 6= [y]i+k)→ θ(x, y, z)}]

ゲーデル数を定義する準備ができた．それによって様々な形式的定義（例えば論理式とは何か，

項とは，∆0 論理式とは何かなど）を PAの内部で行うことが可能になる．最初のステップは，一

階の言語LA の各記号 sに固有の自然数 ν(s)を割り当てることである．これは例えば下のテーブ

ルのようにすればよい．これ自身が左の記号のゲーデル数ではないことに注意せよ．

LA の記号,s 自然数,ν(s)

0 0

1 1

+ 2

· 3

< 4

= 5

∧ 6

∨ 7

¬ 8

∃ 9

∀ 10

( 11

) 12

vi 〈13, i〉

記号の列 σ = s0s1...sn−1 に対するゲーデル数 ⌜σ⌝ を，列 ν(s0), ν(s1), ..., ν(sn−1) をコードす

る最小の自然数 xと定義する．

定義 1.10. （xはゲーデル数）

GN(x)↔ ∀i < len(x)([x]i ≤ 12 ∨ ∃j ≤ x[x]i = 〈13, i〉)∧
∀w < x(len(w) 6= len(x) ∨ ∃j < len(x)[x]i 6= [w]i)

例 1.11. ⌜+⌝ = [2] 6= 2，⌜0 = 1⌝ = [0, 5, 1]，⌜∃(⌝ = [9, 11]

x, y がゲーデル数ならその連結 x∩y もまたゲーデル数である．
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例 1.12. x = [8, 11, 11, 1, 2] = ⌜¬((1+⌝，y = [1, 12, 5, 0, 12] = ⌜1) = 0)⌝ とすれば，x∩y =

[8, 11, 11, 1, 2, 1, 12, 5, 0, 12] = ⌜¬((1 + 1) = 0)⌝である．

GN(x) ∧GN(y)ならば，z = ⌜(⌝∩x∩⌜+⌝∩y∩⌜)⌝もまたゲーデル数である．この z をシンプル

に ⌜(x + y)⌝ と略記することにする．すると ⌜(x + y)⌝ は 2 変数 x, y の（可証再帰）関数を定め

る．したがって，⌜ ⌝は 2通りの異なる方法で使われることになる．

1 ⌜ ⌝ : L ∗
A → N; s0s1...sn−1 7→ ⌜s0s1...sn−1⌝の，ある文字列 s0s1...sn−1 の像として．

2 t(必ずしも項とは限らない)に含まれる変数記号の数を k として，k ごとの関数

fk : L ∗
A → (Nk → N); t 7→ ⌜t⌝

の，ある tによる像 ⌜t⌝として．

一つ目は自然数であり，二つ目は関数である．1, 2 で混乱が生じるのは ⌜(x = vi)⌝ と書いた時だ
ろう．そのため，サンセリフ体（グロテスク体とも言う）フォントで vと書いたら，それは固定さ

れたLA の記号と見なすと約束し，⌜(x = vi)⌝などの関数の引数とは区別する．一方 vの添え字 i

やその他の変数 (x, y, z, u, s, t, ...)は ⌜...⌝の記法で導入される関数の引数となる．この約束から，
⌜(x = vi)⌝とかけばそれは

x, i 7→ ⌜(⌝∩x∩⌜+⌝∩ 〈13, i〉∩ ⌜)⌝

を意味する．また，⌜...⌝の中に表れる LA の記号は，できる限り固定されていると見なす．つま

り， ⌜(x+ y)⌝ と書けばそれは

x, y 7→ ⌜(⌝∩x∩⌜+⌝∩y∩⌜)⌝

を表し，次を意味しない．

x, y 7→ ⌜(⌝∩z∩⌜)⌝ (ここで z = x+ y)

GN(x)に最小性を課したことによって ⊆p に関して以下が成り立つ．

• ∀x(GN(x)→ x ⊆p x)

• ∀x, y, z(x ⊆p y ∧ y ⊆p z → x ⊆p z)

• ∀x, y(x ⊆p y ∧ y ⊆p x→ x = y)

2 関係 form∆0
(x)の構成

ここでは “x は ∆0 論理式のゲーデル数である” を意味する関係 form∆0
(x) を得ることが目標

である．定義のアイデアはシンプルで，x が ∆0 論理式であることを，その ∆0 論理式の帰納的

構成が存在することと定めるのだが，このアイデアでは form∆0(x)は Σ1 論理式にしかならない．

form∆0(x) へは ∆1 であることを要求するので Π1(IΣ1) であることを示すのだが，そのために
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は少し技術的な工夫を凝らすことになる．form∆0
(x) に関する証明の本質的なアイデアはすべて

term(x)という “xは項のゲーデル数である”を意味する関係を得る過程で得られるので，まずは

ここからはじめる．

定義 2.1. まず termseq(s)を次のLA 論理式と定める．

∀i < len(s){[s]i = ⌜0⌝ ∨ [s]i = ⌜1⌝ ∨ ∃j ≤ s([s]i = ⌜vi⌝)∨
∃j, k < i([s]i = ⌜([s]j + [s]k)⌝)∨
∃j, k < i([s]i = ⌜([s]j · [s]k)⌝)}

次に term(x)を ∃s termseq(s∩[x])というLA 論理式で定める．

つまりここでは xが項であることを，xを構成する正当な項の帰納的過程 sが存在することと定

義している．termseq(s) は明らかに ∆1(PA) 論理式であるので term(x) が Σ1(PA) であること

は即座に分かる．ここからは term(x)が実際は ∆1(PA)であることを示していく．

命題 2.2. PA ` ∀s, x(len(s∩[x]) = len(s) + 1 ∧ last(s∩[x]) = x)

よって term(x)↔ ∃u(termseq(u) ∧ last(u) = x)である．

命題 2.3. PA ` ∀s,∀y < len(s)((s ↾ y)∩[[s]y] = s ↾ (y + 1))

証明. s, y < len(s)に対して

(s ↾ y)∩[[s]y] = min

{
z

∣∣∣∣ len(z) = len(s ↾ y) + len([[s]y]) ∧ ∀i < len(s ↾ y)([z]i = [s ↾ y]i)
∧∀j < len([[s]y])([z]j+len(s↾y) = [[[s]y]]j)

}
= min { z | len(z) = y + 1 ∧ ∀i < y([z]i = [s ↾ y]i) ∧ ∀j < 1([z]j+y = [[[s]y]]j) }
= min { z | len(z) = y + 1 ∧ ∀i < y([z]i = [s ↾ y]i) ∧ [z]y = [s]y }
= min { z | len(z) = y + 1 ∧ ∀i < y + 1([z]i = [s]i) }
= s ↾ (y + 1)

命題 2.4. 次が PAで証明可能

(1) ∀s(termseq(s)→ ∀y ≤ len(s) termseq(s ↾ y))
(2) ∀s(termseq(s)→ ∀y < len(s) GN([s]y))

(3) ∀s(termseq(s)→ ∀y < len(s) term([s]y))

(4) ∀t[term(t)↔ (t = ⌜0⌝ ∨ t = ⌜1⌝ ∨ ∃j ≤ t(t = ⌜vj⌝)∨
∃r, s ⊆p t(term(r) ∧ term(s) ∧ (t = ⌜(r + s)⌝ ∨ t = ⌜(r · s)⌝))]
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証明. (1) 定義から明らか．

(2) sを固定し，len(s)− 1までの y に関する帰納法で容易に示せる．

(3) termseq(s)で y < len(s)とすると termseq((s ↾ y)∩[[s]y])
(4) (→) term(t)とするとある uで termseq(u) ∧ last(u) = tとなるから

t = ⌜0⌝ ∨ t = ⌜1⌝ ∨ ∃j ≤ u(t = ⌜vj⌝)∨
∃j, k < len(u)(t = ⌜([u]j + [u]k)⌝)∨
∃j, k < len(u)(t = ⌜([u]j · [u]k)⌝)

が成り立ち (3)からよい．

(←) t = ⌜0⌝ ∨ t = ⌜1⌝ ∨ ∃j ≤ t(t = ⌜vj⌝)の場合は明らか．r, s ⊆p tで

term(r) ∧ term(s) ∧ t = ⌜(r + s)⌝

を満たすものが存在したとする．このとき term の定義から termseq(u∩
r [r]) ∧ termseq(u∩

s [s]) を

満たす ur と us が存在し，w = u∩
r [r]

∩u∩
s [s]によって termseq(w∩[t])となる．t = ⌜(r · s)⌝の場

合も同様．

補題 2.5. （項の一意解読性）∗, ∗′ は +か ·とする．次が PAで証明可能

(a) ∀x, y(term(x) ∧ term(x∩y)→ len(y) = 0)

(b) ∀x, y(term(x) ∧ term(y∩x)→ len(y) = 0)

(c) ∀x, y, r, s(term(x) ∧ term(y) ∧ term(r) ∧ term(s) ∧ ⌜(x ∗ y)⌝ ⊆p ⌜(r ∗′ s)⌝

→


⌜(x ∗ y)⌝ ⊆p r ∨
⌜(x ∗ y)⌝ ⊆p s ∨

(x = r ∧ y =s ∧ ∗ = ∗′)

)

証明. (a) 次がすべての z で成り立つことを z に関する帰納法で示せば十分．

∀x, y[len(x∩y) ≤ z ∧ term(x) ∧ term(x∩y)→ len(y) = 0)]

z = 0 なら明らか．len(x∩y) ≤ z + 1 ∧ term(x) ∧ term(x∩y) を満たす x, y を任意にとる．

len(x) = 1の場合 xは定数か変数であるので [x∩y]0 = [x]0 6= ⌜(⌝となり x∩y も定数か変数であ

る．よって 1 = len(x∩y) = len(x) + len(y)すなわち len(y) = 0を得る．len(x) > 1の場合を考

える．このとき以下を満たす r, s, p, q が存在する．ただし ∗, ∗′ は +か ·である．

term(r) ∧ term(s) ∧ x = ⌜(r ∗ s)⌝∧
term(p) ∧ term(q) ∧ x∩y = ⌜(p ∗′ q)⌝

Claim (a)-1: len(r) = len(p)

もし仮に len(r) 6= len(p)だったとする．len(r) < len(p)とすると，len(w) > 0なる w によっ

て r∩w = pと書けるが，len(r∩w) = len(p) < len(x∩y) ≤ z + 1より term(r∩w) ≤ z であるので
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帰納法の仮定より len(w) = 0 が導かれて矛盾する．逆に len(r) > len(p) としても同様にある w

で p∩w = r となり，len(p∩w) = len(r) < len(x) ≤ z + 1 から帰納法の仮定で矛盾が導かれる．

Claim (a)-1の証明終わり．

したがって r = pおよび ∗ = ∗′ が成り立つ．len(x) ≤ len(x∩y)なので len(s) ≤ len(q)である．

よってある w によって s∩w = q と書けるので，Claim (a)-1と同じ議論によって len(s) = len(q)

も結論できる．ゆえに len(x∩y) = len(x) + len(y) = len(x)より len(y) = 0を得ることができた．

(b) 先ほどの (a) の証明では前から項の長さをそろえていた．(b) では逆に後ろから項の長さを

そろえていけばよい．

(c) r, s を term(r) ∧ term(s) を満たすようにとって固定し，∗′ も固定する．このとき (a), (b)

より
∀v(term(v) ∧ v ⊆p ⌜(r ∗′ s)⌝→ v ⊆p r ∨ v ⊆p s ∨ v = ⌜(r ∗′ s)⌝)

を示せばよく，さらにこれは次を示せば十分．

∀z∀u, v, w(term(v) ∧ len(v) ≤ z ∧ u∩v∩w = ⌜(r ∗′ s)⌝
→ len(w) ≥ len(s) + 2 ∨ len(u) ≥ len(r) + 2 ∨ len(u) = len(w) = 0)

z に関する帰納法で示す．長さ 0の項は存在しないので z = 0なら前提偽である．z = 1のとき，

term(v)なる vは変数か定数であるので，v ⊆p rか v ⊆p sのいずれかである．u∩v∩w = ⌜(r∗′ s)⌝
なる u,w を任意にとると，前者の場合 w ⊇p ⌜∗′s)⌝なので

len(w) ≥ len(⌜∗′s)⌝) = len(s) + 2

となる．後者の場合も同様に u ⊆p ⌜(r∗′⌝より len(u) ≥ len(r) + 2となるのでよい．

z ≥ 1で成り立つと仮定する．いま term(v) ∧ len(v) = z + 1 ∧ u∩v∩w = ⌜(r ∗′ s)⌝なる u, v, w

を任意にとれば，特に len(v) = z+1 ≥ 2から vは変数や定数ではない．したがってある x, y ⊆p v

で
term(x) ∧ term(y) ∧ ⌜(x ∗ y)⌝ = v

となる．ただし ∗ は +か ·である．このとき

len(⌜(x ∗ y)⌝) = len(x) + len(y) + 3 = len(v) = z + 1

より len(x), len(y) ≤ z である．また

u∩v∩w = u∩⌜(x ∗ y)⌝∩w = ⌜(r ∗′ s)⌝

であるので，xについて

term(x) ∧ len(x) ≤ z ∧ u∩⌜(x ∗ y)⌝∩w = ⌜(r ∗′ s)⌝

に帰納法の仮定を適用して

Case1x: len(⌜∗y)⌝∩w) ≥ len(s) + 2
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Case2x: len(u∩⌜(⌝) ≥ len(r) + 2

Case3x: len(⌜∗y)⌝∩w) = len(u∩⌜(⌝) = 0

の 3パターンが得られる．まず Case3xはあり得ない．さらに Case1xと Case2xが同時に成り立

つこともない．実際，もし両方成り立てば

len(u∩⌜(⌝) + len(⌜∗y)⌝∩w) ≥ len(r) + len(s) + 4

だが，

len(u∩⌜(⌝) + len(⌜∗y)⌝∩w) = len(u∩⌜(∗y)⌝∩w)
≤ len(u∩⌜(x ∗ y)⌝∩w)
= len(⌜(r ∗′ s)⌝) = len(r) + len(s) + 3

となり矛盾が生じる．

また y についても

term(y) ∧ len(y) ≤ z ∧ u∩⌜(x ∗ y)⌝∩w = ⌜(r ∗′ s)⌝

に帰納法の仮定を適用して

Case1y: len(⌜)⌝∩w) ≥ len(s) + 2

Case2y: len(u∩⌜(x∗⌝) ≥ len(r) + 2

Case3y: len(⌜∗y)⌝∩w) = len(u∩⌜(⌝) = 0

の 3パターンが得られる．同様に Case3y はあり得ず，Case1y と Case2y が同時に成り立つこと

もない．したがって整理すると論理的には以下の 3パターンがあり得る．

(1) len(u∩⌜(⌝) ≥ len(r) + 2

(2) len(⌜)⌝∩w) ≥ len(s) + 2

(3) len(u∩⌜(x∗⌝) ≥ len(r) + 2かつ len(⌜∗y)⌝∩w) ≥ len(s) + 2

(1) のとき: このとき len(u) ≥ len(r) + 2 であることを示す．もし仮に len(u∩⌜(⌝) = len(r) + 2

だとすると，ある t によって x∩t = s となる．すると term(x∩t) であるので (a) より len(t) = 0

となり x = sである．したがって

len(r) + len(s) + 3 = len(⌜(r ∗′ s)⌝) = len(u∩⌜(x ∗ y)⌝∩w)
= len(u∩⌜(⌝) + len(x) + len(⌜∗y)⌝∩w)
≥ len(r) + 2 + len(s) + 3 (∵ len(y) ≥ 1)

となり矛盾が導かれる．

(2) のとき: (1) 同様に len(⌜)⌝∩w) = len(s) + 2 と仮定すれば矛盾が生じ len(w) ≥ len(s) + 2

が結論できる．

8



(3)のとき: もし仮に片方でも等号が成り立たないとすると

len(⌜(r ∗′ s)⌝) = len(u∩⌜(x∗⌝) + len(⌜∗y)⌝∩w)− 1 > len(r) + len(s) + 3

が導かれて矛盾が生じる．したがって len(u∩⌜(x∗⌝) = len(r)+ 2かつ len(⌜∗y)⌝∩w) = len(s)+ 2

が成り立つ．よって ∗ = ∗′であり，ある t1, t2によって t∩1 x = r，y∩t2 = sとなる．すると (a), (b)

から len(t1) = len(t2) = 0が結論できるので len(u) = len(w) = 0が得られたことになる．以上で

帰納法が完了した．

先の (c)の証明中で示したことは後で使うので切り抜いておく．

系 2.6. 以下 ∗は +か ·のいずれかである．

PA ` ∀r, s, v(term(r) ∧ term(s) ∧ term(v) ∧ v ⊆p ⌜(r ∗ s)⌝→ v ⊆p r ∨ v ⊆p s ∨ v = ⌜(r ∗ s)⌝)

定義 2.7. （コードの所属）
x ∈c s↔ ∃i < len(s)x = [s]i

定義から s ⊆p s′ のとき x ∈c sなら x ∈c s′ が成り立つ．また ¬x ∈c sは x 6∈c sと書くことに
する．

定義 2.8. 2変数論理式 s determines-term(x)を次の論理式とする．

∀i < len(s)([s]i ⊆p x) ∧ termseq(s) ∧ ∀y(y ⊆p x ∧ termseq(s∩[y])→ y ∈c s)

インフォーマルに s determines-term(x)を言い換えると，「それ自身が項となるような xの部分

を，sは過不足無く含んでいる」ということである．例えば s, xが s determines-term(x)を満た

すとすると，a, b ∈c s∧ ⌜(a+ b)⌝ ⊆p xのとき ⌜(a+ b)⌝ ∈c sが成り立つ．ここで x自身は項でな

くとも s determines-term(x)が成り立つことがある点に注意せよ．また補題 1.9より，この論理

式自体は ∆1(PA)である．

命題 2.9. PA ` ∀x, s(s determines-term(x)↔ s determines-term(x ↾ len(x)))

証明. ∀y(y ⊆p x↔ y ⊆p x ↾ len(x))より明らか．

補題 2.10. PA ` ∀x∃s(s determines-term(x))

証明. 先の命題より ∀x∀y ≤ len(x)∃s(s determines-term(x ↾ y))) を示せばよい．そのために ，

φ(x, y)を ∃s(s determines-term(x ↾ y))とおいて

∀x[φ(x, 0) ∧ ∀y < len(x)(φ(x, y)→ φ(x, y + 1))]

を示せば十分．xを固定する．φ(x, 0)は sとして []を考えれば良い．y < len(x)について φ(x, y)

を仮定する．するとある sによって

s determines-term(x ↾ y)
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となる．いま x ↾ (y + 1) = (x ↾ y)∩[[x]y]における [[x]y]に応じて場合分けして考える．

Case1: [[x]y] = ⌜0⌝,⌜1⌝,⌜vk⌝のとき．
s∩[[[x]y]] determines-term(x ↾ (y + 1))が成り立つことを示す． まず

∀i < len(s) + 1([s∩[[[x]y]]]i ⊆p x ↾ (y + 1)) ∧ termseq(s∩[[[x]y]])

は容易に確かめられる．あとは

∀v(v ⊆p x ↾ (y + 1) ∧ termseq(s∩[[[x]y]]
∩[v])→ v ∈c s∩[[[x]y]])

を v の長さに関する y + 1 までの高々帰納法で示す*2．v が定数や変数なら明らかなので v =

⌜(r ∗ t)⌝（ただし term(r) ∧ term(t),∗は +か ·）の場合を考える．このとき v の最後尾は右括弧

なので v ⊆p x ↾ y ∧ termseq(s∩[[[x]y]]
∩[v])と項の一意解読性 (c)より

r ⊆p x ↾ y ∧ termseq(s∩[[[x]y]]
∩[r]) ∧ t ⊆p x ↾ y ∧ termseq(s∩[[[x]y]]

∩[t])

であり，len(r), len(t) < len(v) なので帰納法の仮定からある i, j < len(s) + 1 が存在して

r = [s∩[[[x]y]]]i∧t = [s∩[[[x]y]]]j となる．あとは i, j < len(s)を示せば帰納法が完了する．なぜな

らこのとき v = ⌜([s]i ∗ [s]j)⌝となって termseq(s∩[v])が導かれるので，s determines-term(x ↾ y)
より v ∈c sとなるからである．まずもし len(r) = len(t) = 1なら，r, t ⊆p x ↾ y∧termseq(s∩[r])∧
termseq(s∩[t])なので，s determines-term(x ↾ y)から i, j < len(s)が導かれる．次に len(r) > 1

とする．このとき r 6= [[x]y] なので，i < len(s) となる．このとき len(t) = 1 なら t ⊆p x ↾
y ∧ termseq(s∩[t])より j < len(s)となりよい．len(t) > 1でも，t 6= [[x]y]なので j < len(s)と

なる．したがっていずれの場合も i, j < len(s)が成り立つ．

Case2: [[x]y] = ⌜)⌝のとき．
もし x ↾ y がある r と i, j < len(s)によって ⌜r([s]i ∗ [s]j⌝ （ここで ∗は +か ·）と書けないな
ら s determines-term(x ↾ (y + 1)) であることが容易に確かめられるので，そのように書けたとす

る．このとき s′ = s∩[⌜([s]i ∗ [s]j)⌝]が s′ determines-term(x ↾ (y + 1))を満たすことを示す．ま

ず ∀i < len(s′)([s′]i ⊆p x ↾ (y + 1))と termseq(s′)は明らか．v ⊆p x ↾ (y + 1) ∧ termseq(s′∩[v])

なる v を任意にとる．このとき term(v) であることに注意せよ．まず ¬v ⊆p x ↾ y なら v =

⌜([s]i ∗ [s]j)⌝ = last(s′)であるのでよい．v ⊆p x ↾ y のときを考える．len(v) = 1なら自明なので

len(v) ≥ 2とすると，ある l′, k′ < len(s′) = len(s)+1によって v = ⌜([s′]l′ ∗ [s′]k′)⌝となる．この
とき termseq(s∩[[s′]l′ ]) ∧ termseq(s∩[[s′]k′ ])であるので，ある l, k < len(s)によって [s′]l′ = [s]l

，[s′]k′ = [s]k となる．よって termseq(s∩[v])が得られて v ∈c sすなわち v ∈c s′ が成り立つ．
Case3: [[x]y]がそれ以外のとき．

s determines-term(x ↾ (y + 1))である．

*2 形式的には

∀v, z{(v ⊆p x ↾ (y + 1) ∧ termseq(s∩[[[x]y ]]
∩[v]) ∧ len(v) ≤ z) → v ∈c s∩[[[x]y ]]}

を，z に関する y + 1までの高々帰納法で示している．このように，長さを表す別の変数に関する帰納法を “長さに
関する帰納法”と表現することにする．
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補題 2.11.

PA ` ∀x, s, t(s determines-term(x) ∧ t determines-term(x)→ ∀i < len(s)[s]i ∈c t)

証明. x, s, tを s determines-term(x)∧ t determines-term(x)を満たすようにとって固定する．こ

のとき ∀y ≤ len(s)∀i < y[s]i ∈c t を y に関する高々帰納法で示す．y = 0 なら示すべきことが

ない．∀i < y[s]i ∈c tとすると，示すべきは [s]y ∈c tである．まず [s]y が定数か変数なら即座に

termseq(t∩[[s]y])であるのでよい．次にある i, j < y で [s]y = ⌜([s]i ∗ [s]j)⌝(⊆p x) となっている

とすると，帰納法の仮定から [s]i, [s]j ∈c tとなり termseq(t∩[[s]y])であるから [s]y ∈ tが成り立

つ．

系 2.12.

PA ` ∀x, s, t(s determines-term(x) ∧ t determines-term(x)→ ∀y(y ∈c s↔ y ∈c t))

命題 2.13.
PA ` ∀x(term(x)↔ ∀s(s determines-term(x)→ x ∈c s))

したがって term(x)は ∆1(PA)である．

証明. xを任意に取って固定しておく．

(←) 補題 2.10より s determines-term(x)を満たす sは存在し，termseq(s)より任意の y ∈c s
は term(y)である．よって仮定から x ∈c sなので term(x)が成り立つ．

(→) s determines-term(x) かつ x ∈c s を満たす s が一つでもあれば，系 2.12 よりすべての

t determines-term(x)を満たす tが x ∈c tも満たす．そのような sの存在を二段階に分けて示す．

まず term(x)より termseq(t) ∧ last(t) = xを満たす tが存在する．特に x ∈c t ∧ x ⊆p xに留

意せよ．ここで論理式 φを以下とする．

φ(y, x, t) := ∃s[termseq(s) ∧ ∀i < len(s)([s]i ⊆p x) ∧ ∀i < y([t]i ⊆p x→ [t]i ∈ s)]

Claim1: ∀y ≤ len(t)φ(y, x, t)

y に関する len(t) までの帰納法で示す．y = 0 の場合は補題 2.10 から即座に成り立つ．y <

len(t)なる y について sが termseq(s) ∧ ∀i < len(s)([s]i ⊆p x) ∧ ∀i < y([t]i ⊆p x→ [t]i ∈ s)と

なるなら，[t]y ⊆p x でないときは自明に同じ s が y + 1 での条件を満たし，[t]y ⊆p x のときは

s′ = s∩[[t]y]が条件を満たす．[t]y ⊆p xの場合非自明なのは termseq(s′)である．[t]y が定数や変

数なら自明なので，ある i, j < y で [t]y = ⌜([t]i ∗ [t]j)⌝ となる場合だけ考えればよい．このとき
[t]i, [t]j ⊆p [t]y ⊆p x より [t]i, [t]j ∈ s であるので termseq(s∩[[t]y]) が成り立つ．Claim1 の証明

終わり．

よって termseq(s) ∧ ∀i < len(s)([s]i ⊆p x) ∧ ∀i < len(t)([t]i ⊆p x→ [t]i ∈ s)を満たす sが存

在する．x ∈c tだったことから x ∈c sであるので，冒頭の議論から次を示せば証明終了である．
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Claim2: s determines-term(x)

sはいま termseq(s)∧∀i < len(s)([s]i ⊆p x)であるので，残り示すべきは sの極大性，すなわち

∀u(u ⊆p x ∧ termseq(s∩[u])→ u ∈c s)

である．いま x ∈c sすなわち ∃i < len(s)x = [s]i であるので，以下が len(s)までのすべての y で

成り立つことを帰納法で示せば十分．

∀i < y∀u(u ⊆p [s]i ∧ termseq(s∩[u])→ u ∈c s)

y = 0なら示すべきことがない．y = 1なら u = [s]0 となる uしか前提を満たさないので明らか．

帰納ステップで考えるべきは u ⊆p [s]y ∧ termseq(s∩[u]) ∧ u 6= [s]y を満たす u のみである．す

るといま u は項で [s]y がそれを真に含むことから len([s]y) > 1 である．したがってこの [s]y は

定数や変数ではないので，ある i, j < y によって [s]y = ⌜([s]i ∗ [s]j)⌝ となる．ここで系 2.6より

u ⊆p [s]i か u ⊆p [s]j が成り立つが，いずれにせよ i, j < y なので帰納法の仮定から u ∈c sを得

る．Claim2の証明終わり．

論理式についても同じ議論を繰返す．

定義 2.14. formseq(s)を次のLA 論理式と定める．

∀i < len(s){∃u, v ⊆p [s]i(term(u) ∧ term(v) ∧ ([s]i = ⌜(u = v)⌝ ∨ [s]i = ⌜(u < v)⌝))
∨ ∃j, k < i([s]i = ⌜([s]j ∨ [s]k)⌝)
∨ ∃j, k < i([s]i = ⌜([s]j ∧ [s]k)⌝)
∨ ∃j < i([s]i = ⌜(¬[s]j)⌝)
∨ ∃j < i∃k ≤ s([s]i = ⌜(∃vk[s]j)⌝ ∨ [s]i = ⌜(∃vk[s]j)⌝)}

次に form(x)を ∃s formseq(s∩[x])と定める．

これまで示してきたことから formseq(x)は∆1(PA)であり，よって form(x)が Σ1 であること

は明らか．

命題 2.15. 次が PAで証明可能

(1) ∀s(formseq(s)→ ∀y ≤ len(s) formseq(s ↾ y))
(2) ∀s(formseq(s)→ ∀y < len(s) GN([s]y))

(3) ∀s(formseq(s)→ ∀y < len(s) form([s]y))

(4) ∀x{form(x)↔ [∃t, s(term(t) ∧ term(s) ∧ (x = ⌜(r = s)⌝ ∨ x = ⌜(r < s)⌝))∨
∃y, z(form(y) ∧ form(z) ∧ (x = ⌜(y ∧ z)⌝ ∨ x = ⌜(y ∨ z)⌝))∨
∃y(form(y) ∧ (x = ⌜(¬y)⌝ ∨ ∃k ≤ x(x = ⌜(∃vky)⌝ ∨ x = ⌜(∀vky)⌝)))]}

補題 2.16. PA ` ∀u(term(u)→ ∀y(¬form(u∩y) ∧ ¬form(y∩u)))
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証明. uの長さに関する帰納法，すなわち以下の論理式の z に関する帰納法で示す．

∀u(term(u) ∧ len(u) ≤ z → ∀y(¬form(u∩y) ∧ ¬form(y∩u)))

z = 0 なら前提偽．term(u) とする．論理式の両端は括弧なので len(u) = 1 なら自明．よって

u = ⌜(a ∗f b)⌝（ただし a, bは term(a)∧ term(b), ∗f = + or ·）とする．もし仮に，form(u∩y)を

満たす y が存在したとする．このとき [u∩y]1 が ∀や ∃であることはないので，あり得るパターン
は 2通りである．

Case1-1: u∩y = ⌜(t1 ∗R t2)⌝ （ただし t1, t2 は term(t1) ∧ term(t2), ∗Rは < か =）

u∩y = ⌜(a ∗f b)⌝∩y = ⌜(t1 ∗R t2)⌝より，一番左の括弧を除いて，⌜a ∗f b)⌝∩y = ⌜t1 ∗R t2)⌝と
なる．すると ⌜a ∗f b)⌝は ∗R を含まないので，ある sが存在して

⌜a ∗f b)⌝∩(y ↾ s) = t1

が成り立つ．しかし，term(a) ∧ term(t1)なのでこれは項の一意解読性に矛盾する．

Case1-2: u∩y = ⌜(f1 ∗L f2)⌝（ただし f1, f2 は form(f1) ∧ form(f2), ∗L は ∧ か ∨）
u∩y = ⌜(a ∗f b)⌝∩y = ⌜(f1 ∗L f2)⌝より，一番左の括弧を除いて，⌜a ∗f b)⌝∩y = ⌜f1 ∗L f2)⌝
となる．すると ⌜a ∗f b)⌝は ∗L 記号を含まないので，ある sが存在して

⌜a ∗f b)⌝∩(y ↾ s) = f1

が成り立つ．len(a) < len(u)より，これは帰納法の仮定に反する．

次に form(y∩u)だったと仮定する．

Case2-1: y∩u = ⌜(t1 ∗R t2)⌝（ただし t1, t2 は term(t1) ∧ term(t2), ∗Rは < か =）

y∩u = y∩⌜(a ∗f b)⌝ = ⌜(t1 ∗R t2)⌝より，一番右の括弧を除いて，⌜y∩(a ∗f b⌝ = ⌜(t1 ∗R t2⌝と
なる．すると ⌜(a ∗f b⌝は ∗R を含まないので，ある ⌜(t1∗R⌝∩z = y を満たす z ⊆p y が存在して

z∩⌜(a ∗f b⌝ = t2

が成り立つ．しかし，term(b) ∧ term(t2)なのでこれは項の一意解読性に矛盾する．

Case2-2: y∩u = ⌜(f1 ∗L f2)⌝（ただし f1, f2 は form(f1) ∧ form(f2), ∗Lは ∧か∨）
y∩u = y∩⌜(a ∗f b)⌝ = ⌜(f1 ∗L f2)⌝より，一番右の括弧を除いて，⌜y∩(a ∗f b⌝ = ⌜(f1 ∗L f2⌝と
なる．すると ⌜(a ∗f b⌝は ∗L を含まないので，ある ⌜(f1∗L⌝∩z = y を満たす z ⊆p y が存在して

z∩⌜(a ∗f b⌝ = f2

が成り立つ．len(b) < len(u)より，これは帰納法の仮定に反する．

Case2-3: y∩u = ⌜(¬f1)⌝（ただし f1 は form(f1)）

y∩u = y∩⌜(a ∗f b)⌝ = ⌜(¬f1)⌝ より，一番右の括弧を除いて，⌜y∩(a ∗f b⌝ = ⌜(¬f1⌝ となる．
すると ⌜(a ∗f b⌝は ⌜¬⌝を含まないので，⌜(¬⌝∩z = y を満たすある z ⊆p y が存在して

z∩⌜(a ∗f b⌝ = f1
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が成り立つ．len(b) < len(u)より，これは帰納法の仮定に反する．

Case2-4: y∩u = ⌜(Qvkf1)⌝（ただし f1 は form(f1), Q = ∀ or ∃）
y∩u = y∩⌜(a ∗f b)⌝ = ⌜(Qvkf1)⌝より，一番右の括弧を除いて，⌜y∩(a ∗f b⌝ = ⌜(Qvkf1⌝とな
る．すると ⌜(a ∗f b⌝は ⌜Qvk⌝を含まないので，⌜(Qvk⌝∩z = y を満たすある z ⊆p y が存在して

z∩⌜(a ∗f b⌝ = f1

が成り立つ．len(b) < len(u)より，これは帰納法の仮定に反する．

補題 2.17. (論理式の一意解読性) ∗L, ∗L′
は ∧ か ∨とする．次が PAで証明可能

(a)

∀x, y(form(x) ∧ form(x∩y)→ len(y) = 0)

∀x, y(form(x) ∧ form(y∩x)→ len(y) = 0)

(b) ∀x, r, s(form(x) ∧ form(r) ∧ form(s) ∧ x ⊆p ⌜(r∗Ls)⌝→ x ⊆p r ∨ x ⊆p s ∨ x = ⌜(r∗Ls)⌝)
(c) ∀x, y, r, s(form(x) ∧ form(y) ∧ form(r) ∧ form(s) ∧ ⌜(x∗Ly)⌝ = ⌜(r∗L′

s)⌝
→ x = r ∧ y = s ∧ ∗L = ∗L′

)

証明. (a) x∩y の長さに関する帰納法，形式的には以下の論理式における z に関する帰納法でそれ

ぞれ示せばよい．

∀x, y(form(x) ∧ form(x∩y) ∧ len(x∩y) ≤ z → len(y) = 0)

∀x, y(form(x) ∧ form(y∩x) ∧ len(y∩x) ≤ z → len(y) = 0)

(a)の下段は上段と同じ議論を行うだけなので上段だけ示す．

Case(a)-1: x = ⌜(u ∗R v)⌝（ただし u, v は term(u) ∧ term(v), ∗Rは < か = ）のとき

[x]1 = [x∩y]1 は ∀,∃でないので以下の二通りが候補として残る．
Case(a)-1-(i): x∩y = ⌜(u′ ∗R′

v′)⌝（ただし u′, v′は term(u′)∧ term(v′), ∗R′
は < か = ）のとき

x と x∩y に含まれている関係記号はそれぞれ唯一であることと，項に関する一意解読性より

len(y) = 0が従う．

Case(a)-1-(ii): x∩y = ⌜(f1 ∗L f2)⌝（ただし f1, f2 は form(f1)∧ term(f2), ∗L は ∧ か ∨）のとき
矛盾を導く．x∩y = ⌜(u ∗R v)⌝∩y = ⌜(f1 ∗L f2)⌝ より，左括弧を取り除いて ⌜u ∗R v)⌝∩y =

⌜f1 ∗L f2)⌝が成り立つ．u ∗R v)に ∗L は含まれないので，ある sが存在して

u ∗R v)∩(y ↾ s) = f1

となるが，term(u)なのでこれは補題 2.16に反する．

以下の場合は全て帰納法の仮定を直接的に使い項のときと同様の議論を行えばよい．

Case(a)-2: x = ⌜(f1 ∗L f2)⌝（ただし f1, f2は form(f1) ∧ form(f2), ∗Lは ∧か ∨）のとき
Case(a)-3: x = ⌜(¬f1)⌝（ただし f1は form(f1), ∗Lは ∧か ∨）のとき
Case(a)-4: x = ⌜(Qvkf1)⌝（ただし f1は form(f1), Qは ∀か ∃）のとき
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(b) 項の一意解読性 (c)と同様に

∀x∀r, s, u, w(form(r) ∧ form(s) ∧ form(x) ∧ u∩x∩w = ⌜(r ∗L s)⌝
→ len(w) ≥ len(s) + 2 ∨ len(u) ≥ len(r) + 2 ∨ len(u) = len(w) = 0))

を xの長さによる帰納法で示せば良い．

(c) (a)から明らか．

定義 2.18. s determines-form(x)を次の∆1(PA)論理式とする．

∀i < len(s)([s]i ⊆p x) ∧ formseq(s) ∧ ∀y(y ⊆p x ∧ formseq(s∩[y])→ y ∈c s)

また項のときと同様以下は明らか．

∀x, ∀s(s determines-form(x)↔ s determines-form(x ↾ len(x)))

補題 2.19. 次が PAで証明可能

(a) ∀x∃s(s determines-form(x))

(b) ∀x, s, t(s determines-form(x) ∧ t determines-form(x)→ ∀i < len(s)[s]i ∈c t)

証明. (a)項の場合と細部は同じである．φ(x, y)を ∃s(s determines-form(x ↾ y))とおいて

∀x[φ(x, 0) ∧ ∀y < len(x)(φ(x, y)→ φ(x, y + 1))]

を示せば十分．xを固定する．φ(x, 0)は sとして []を考えれば良い．y < len(x)について φ(x, y)

を仮定する．するとある sによって

s determines-form(x ↾ y)

となる．論理式の場合は x ↾ (y + 1) = (x ↾ y)∩[[x]y]における [[x]y]に応じて次のように場合分け

して考えればよい．

Case1: [[x]y] 6= ⌜)⌝のとき．
同じ sでよい．

Case2: [[x]y] = ⌜)⌝のとき．
Case2-(i): x ↾ y がある r と i, j < len(s) によって ⌜r([s]i ∗L [s]j⌝ と書けるとき （ここで ∗L

は ∧か ∨）．
s′ := s∩[⌜([s]i ∗L [s]j)⌝]が条件を満たす．
Case2-(ii): x ↾ y がある r と i < len(s)によって ⌜r(¬[s]i⌝と書けるとき．
s′ := s∩[⌜(¬[s]i)⌝]が条件を満たす．
あと 2パターンあるが，全く同様なので省略する．

(b) 項の場合と同じである．

系 2.20. PA ` ∀x, s, t(s determines-form(x) ∧ t determines-form(x)→ ∀y(y ∈c s↔ y ∈c t))
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命題 2.21.
PA ` ∀x(form(x)↔ ∀s((s determines-form(x))→ x ∈c s))

したがって form(x)は ∆1(PA)である．

証明. 方針も詳細も項の場合と同様である．

定義 2.22. formseq∆0
(s)を次の ∆1(PA)論理式と定める．

∀i < len(s){∃u, v ⊆p [s]i(term(u) ∧ term(v) ∧ ([s]i = ⌜(u = v)⌝ ∨ [s]i = ⌜(u < v)⌝))
∨ ∃j, k < i([s]i = ⌜([s]j ∨ [s]k)⌝)
∨ ∃j, k < i([s]i = ⌜([s]j ∧ [s]k)⌝)
∨ ∃j < i([s]i = ⌜(¬[s]j)⌝)
∨ ∃j < i∃k ≤ s,∃u ⊆p [s]i(term(u) ∧ ⌜vk⌝ 6∈c u ∧ [s]i = ⌜(∃vk((vk < u) ∧ [s]j))⌝)
∨ ∃j < i∃k ≤ s,∃u ⊆p [s]i(term(u) ∧ ⌜vk⌝ 6∈c u ∧ [s]i = ⌜(∀vk((¬(vk < u)) ∨ [s]j))⌝)}

次に form∆0
(x)を ∃s formseq∆0

(s∩[x])と定める．

命題 2.23. 次が PAで証明可能

(1) ∀s(formseq∆0(s)→ ∀y ≤ len(s) formseq∆0(s ↾ y))
(2) ∀s(formseq∆0(s)→ ∀y < len(s) GN([s]y))

(3) ∀s(formseq∆0
(s)→ ∀y < len(s) form∆0

([s]y))

(4) ∀x{form∆0
(x)↔ [∃t, s(term(t) ∧ term(s) ∧ (x = ⌜(r = s)⌝ ∨ x = ⌜(r < s)⌝))∨

∃y, z(form∆0
(y) ∧ form∆0

(z) ∧ (x = ⌜(y ∧ z)⌝ ∨ x = ⌜(y ∨ z)⌝))∨
∃y(form∆0(y))∨
∃y, u(form∆0

(y) ∧ term(u)∧ (∃k ≤ x(⌜vk⌝ 6∈c u∧
(x = ⌜(∃vk((vk < u) ∧ y))⌝ ∨ x = ⌜(∀vk((¬(vk < u)) ∨ y))⌝))))]}

命題 2.24. PA ` ∀x(form∆0
(x)→ form(x))

証明. xの長さによる帰納法で示せばよい．

特にここから form∆0(x)についても一意解読性が成り立つことが分かる．よって form(x)のア

ナロジーで s determines-form∆0(x)を定めれば

PA ` ∀x(form∆0
(x)↔ ∀s((s determines-form∆0

(x))→ ∃i < len(s)([s]i = x)))

が成り立つことも form(x) のときと全く同様にして確認できるので form∆0(x) は ∆1(PA) で

ある．

16



3 ∆0 論理式の充足関係 Sat∆0
(x, y)の構成

“ゲーデル数 xが指す ∆0 論理式にパラメータの集合として y を与えたときに充足される”を意

味する関係 Sat∆0
(x, y)を構成する．証明は徐々に煩雑になるが，アイデアは前節と変わらずその

帰納的構成に着目することにある．他にも SatΣn(x, y)を定義することもできるが，作業量が膨大

なため省略した．

定義 3.1. valseq(y, s, t)を次の論理式と定める．

termseq(s) ∧ len(t) = len(s)∧
∀i < len(s){([s]i = ⌜0⌝ ∧ [t]i = 0)∨

([s]i = ⌜1⌝ ∧ [t]i = 1)∨
∃j ≤ s([s]i = ⌜vj⌝ ∧ [t]i = [y]j)∨
∃j, k < i([s]i = ⌜([s]j + [s]k)⌝ ∧ [t]i = [t]j + [t]k)∨
∃j, k < i([s]i = ⌜([s]j · [s]k)⌝ ∧ [t]i = [t]j · [t]k)}

val(x, y) = z を次の論理式と定める．

∃s, t(valseq(y, s, t) ∧ last(s) = x ∧ last(t) = z) ∨ (¬term(x) ∧ z = 0)

命題 3.2. val(x, y) = z は PAにおいて可証再帰的である．

証明. val(x, y) = z が Σ1(PA)であることは明らかなので

PA ` ∀x, y∃!z val(x, y) = z

を示せば良い．まず ¬term(x)の場合は明らかに任意の y, z について val(x, y) = z ↔ z = 0であ

るので考えなくて良い．

Claim1: PA ` ∀x, y∃z val(x, y) = z

yと term(x)なる xを任意にとって固定する．いま term(x)であるから termseq(s)∧last(s) = x

なる sは取れるので，

∀w ≤ len(s)∃t[len(t) = w ∧ valseq(y, s ↾ w, t)]

を w の len(s) までの帰納法で示せばよい．w = 0 なら t = [] でよい．w < len(s) について t が

len(t) = w ∧ valseq(y, s ↾ w, t)を満たすとする．このとき [s]w に応じて以下で定める t′ が条件を

満たす．

[s]w = ⌜0⌝の場合は t′ = t∩[0]

[s]w = ⌜1⌝の場合は t′ = t∩[1]

[s]w = ⌜vj⌝の場合は t′ = t∩[[y]j ]

[s]w = ⌜([s]i + [s]j)⌝(i, j < w)の場合は t′ = t∩[[t]i + [t]j ]

[s]w = ⌜([s]i · [s]j)⌝(i, j < w)の場合は t′ = t∩[[t]i · [t]j ]
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Claim2: PA ` ∀x, y, z, z′(val(x, y) = z ∧ val(x, y) = z′ → z = z′)

y と term(x)なる xを任意にとって固定する．以下を示せば十分．

∀s, s′, t, t′(valseq(y, s, t) ∧ valseq(y, s′, t′) ∧ last(s) = x = last(s′)→ last(t) = last(t′))

s, s′, t, t′ を valseq(y, s, t) ∧ valseq(y, s′, t′) ∧ last(s) = x = last(s′)を満たすよう任意にとる．次

を wの len(t)までの帰納法で示せば良い．

∀w ≤ len(t)∀i < w∀j < len(t′)([s]i = [s′]j → [t]i = [t′]j)

w = 0なら示すべきことがない．w < len(t)について [s]w = [s′]j なる j < len(t′)を j を固定し

ておく（そのような j がなければ自明）．いま termseq(s) ∧ termseq(s′)だから，[s]w = [s′]j につ

いて以下の場合が考えられる．

Case1: [s]w = ⌜0⌝ = [s′]j または [s]w = ⌜1⌝ = [s′]j のとき．

[s]w = ⌜0⌝ = [s′]j なら [t]w = 0 = [t]j．他方も同様．

Case2: [s]w = ⌜vk⌝ = ⌜vk′⌝ = [s′]j のとき．ただし k ≤ sかつ k′ ≤ sである．

明らかに k = k′ なので [t]w = [y]k = [y]k′ = [t′]j

Case3: [s]w = ⌜([s]l∗[s]m)⌝ = ⌜([s′]l′ ∗′ [s′]m′)⌝ = [s′]j のとき．ただし l,m < wかつ l′,m′ < j

で ∗ と ∗′ はそれぞれ +か ·である．
項の一意解読性より [s]l = [s′]l′ ∧ [s]m = [s′]m′ で ∗は ∗′ と等しいことが分かるので，帰納法の
仮定より [t]l = [t′]l′ ∧ [t]m = [t′]m′ が成り立つ．したがって

[t]w = [t]l ∗ [t]m = [t′]l′ ∗′ [t′]m′ = [t]j

命題 3.3. PAで次が証明可能．

(1) ∀y(val(⌜0⌝, y) = 0 ∧ val(⌜1⌝, y) = 1)

(2) ∀y, i(val(⌜vi⌝, y) = [y]i)

(3) ∀x, y, z(term(x) ∧ term(y)→ val(⌜(x+ y)⌝, z) = val(x, z) + val(y, z))

(4) ∀x, y, z(term(x) ∧ term(y)→ val(⌜(x · y)⌝, z) = val(x, z) · val(y, z))
(5) ∀k, y, x, u(term(u) ∧ ⌜vk⌝ 6∈c u→ val(u, y[x/k]) = val(u, y))

証明. (1), (2) は明らか．(3) を示す．term(x) ∧ term(y) なる x, y を任意に取る．val(x, z) =

a, val(y, z) = b とおけば，定義から s, t で valseq(z, s, t) ∧ last(s) = x ∧ last(t) = a，s′, t′ で

valseq(z, s′, t′) ∧ last(s′) = y ∧ last(t′) = bを満たすものが存在する．ここで

s′′ := s∩s′∩[⌜(x+ y)⌝], t′′ := t∩t′∩[a+ b]

とおけば valseq(z, s′′, t′′) ∧ last(s′′) = ⌜(x + y)⌝ ∧ last(t′′) = a + b となるので一意性から

val(⌜(x+ y)⌝, z) = a+ bである．(4)も同様．
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(5)を示す．k, y, xを任意にとって固定しておき，uの長さに関する帰納法で示す*3．term(u)∧
⌜vk⌝ 6∈c u ∧ len(u)を満たす uとしてあり得るのは ⌜0⌝, ⌜1⌝, ⌜vi⌝, ⌜(a ∗ b)⌝のいずれかである．た
だしここで i 6= k, term(a), term(b),で ∗は +か ·である．非自明なのは u = ⌜(a ∗ b)⌝の場合で
ある．いま len(a), len(b) < len(u)かつ ⌜vk⌝ 6∈c a, bなので，

val(u, y[x/k]) = val(⌜(a ∗ b)⌝, y[x/k])
= val(a, y[x/k]) ∗ val(b, y[x/k])
= val(a, y) ∗ val(b, y) (∵ a, bに帰納法の仮定を適用)

= val(⌜(a ∗ b)⌝, y) = val(u, y)

が成り立つ．

系 3.4. 任意の LA の項 t(v0, v1..., vk)（項に含まれる自由変数は v0, v1..., vk のみ）に対して，

n = ⌜t(v0, v1..., vk)⌝ と置けば，次が成り立つ．

PA ` ∀a0, ..., ak, b∀z(z = t(a0, ..., ak)↔ z = val(n, [a0, ..., ak]
∩b))

証明. LA 項の構成に関する帰納法で示す．いま

N |= term(n) であり，term(x) は Σ1 なので PA− の Σ1 完全性より PA ` term(n) となる．

t(v0, v1..., vk)が定数や変数なら自明なのでそうでないとすると，

t(v0, v1..., vk) = (tL(v0, v1..., vk) ∗ tR(v0, v1..., vk))

となる別の項 tL, tR が存在する．ただし ∗は +か ·である．すると nL, nR ∈ Nで

N |= nL = ⌜tL(v0, v1..., vk)⌝ ∧ nR = ⌜tR(v0, v1..., vk)⌝ ∧ n = ⌜(nL ∗ nR)⌝

となり，再び PA− の Σ1 完全性より

PA ` term(nL) ∧ term(nR) ∧ n = ⌜(nL ∗ nR)⌝

が成り立つ．a0, ..., ak, b, z を任意にとれば，

(PA `)z = t(a0, ..., ak)

= (tL(a0, ..., ak) ∗ tR(a0, ..., ak))
= val(tL(v0, ..., vk), [a0, ..., ak]

∩b) ∗ val(tR(v0, ..., vk), [a0, ..., ak]∩b) (∵ 帰納法の仮定)

= val(nL, [a0, ..., ak]
∩b) ∗ val(nR, [a0, ..., ak]

∩b)

= val(⌜(nL ∗ nR)⌝, [a0, ..., ak]∩b)
= val(n, [a0, ..., ak]

∩b)

*3 形式的には
∀z∀u(term(u) ∧ ⌜vk⌝ ̸∈c u ∧ len(u) ≤ z → val(u, y[x/k]) = val(u, y))

を z に関する帰納法．
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定義 3.5. satseq∆0
(s, t)を次の ∆1(PA)論理式とする．

formseq∆0
(s)∧

∀l < len(t)∃i, y, w ≤ t[[t]l = 〈i, y, w〉 ∧ i < len(s) ∧ w ≤ 1∧
{ ∃u, u′ ⊆p [s]i(term(u) ∧ term(u′) ∧ [s]i = ⌜(u = u′)⌝ ∧ (w = 1↔ val(u, y) = val(u′, y)))

∨ ∃u, u′ ⊆p [s]i(term(u) ∧ term(u′) ∧ [s]i = ⌜(u < u′)⌝ ∧ (w = 1↔ val(u, y) < val(u′, y)))

∨ ∃j, k < i([s]i = ⌜([s]j ∧ [s]k)⌝∧
∃l1, l2 < l∃w1, w2 ≤ 1([t]l1 = 〈j, y, w1〉 ∧ [t]l2 = 〈k, y, w2〉 ∧ (w = 1↔ w1 = 1 ∧ w2 = 1)))

∨ ∃j, k < i([s]i = ⌜([s]j ∨ [s]k)⌝∧
∃l1, l2 < l∃w1, w2 ≤ 1([t]l1 = 〈j, y, w1〉 ∧ [t]l2 = 〈k, y, w2〉 ∧ (w = 1↔ w1 = 1 ∨ w2 = 1)))

∨ ∃j < i([s]i = ⌜(¬[s]j)⌝ ∧ ∃l1 < l∃w1 ≤ 1([t]l1 = 〈j, y, w1〉 ∧ (w = 1↔ w1 = 0)))

∨ ∃j < i∃k ≤ s∃u ⊆p [s]i(term(u) ∧ [s]i = ⌜(∃vk((vk < u) ∧ [s]j))⌝
∧ ∀r < val(u, y)∃l1 < l∃w1 ≤ 1([t]l1 = 〈j, y[r/k], w1〉)
∧ (w = 1↔ ∃r < val(u, y)∃l1 < l([t]l1 = 〈j, y[r/k], 1〉)))

∨ ∃j < i∃k ≤ s∃u ⊆p [s]i(term(u) ∧ [s]i = ⌜(∀vk((¬(vk < u)) ∨ [s]j))⌝
∧ ∀r < val(u, y)∃l1 < l∃w1 ≤ 1([t]l1 = 〈j, y[r/k], w1〉)
∧ (w = 1↔ ∀r < val(u, y)∃l1 < l([t]l1 = 〈j, y[r/k], 1〉)))}]

次に Sat∆0
(x, y)は以下の論理式とする．

∃s, t[satseq∆0
(s, t) ∧ last(s) = x ∧ ∃l < len(t)([t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉)]

例 3.6.

PA ` Sat∆0
(⌜(∀v0(¬(v0 < (1+(1+1))))∨(((v0 ·v0) < (v0+v0))∨((v0 ·v0) = (v0+v0))))))⌝, [])

Sat∆0(x, y)の第一引数には ∀n < 3(n2 ≤ 2n)を正確な形で書いた論理式のゲーデル数，第二引数

には空を入れている（第二引数は自由変数への割り当てなので今回は必要ない）．実際，xを上記

の Sat∆0
への第一引数とすると，

s = [⌜((v0 · v0) < (v0 + v0))⌝, ⌜((v0 · v0) = (v0 + v0))⌝,

⌜(((v0 · v0) < (v0 + v0)) ∨ ((v0 · v0) = (v0 + v0)))⌝, x]

t = [〈0, [0], 0〉 , 〈0, [1], 1〉 , 〈0, [2], 0〉 , 〈1, [0], 0〉 , 〈1, [1], 1〉 , 〈1, [2], 1〉 ,

〈2, [0], 1〉 , 〈2, [1], 1〉 , 〈2, [2], 1〉 , 〈3, [], 1〉]

と定めれば，len(s) = 4, len(t) = 10であり，

satseq∆0
(s, t) ∧ [t]9 = 〈3, [], 1〉

が成り立つ．

定義 3.7. 4変数論理式 s, t determines Sat∆0(x, y)を以下とする．

satseq∆0
(s, t) ∧ ∃l < len(t)∃i < len(s)∃w ≤ 1([s]i = x ∧ [t]l = 〈i, y, w〉)
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補題 3.8.
PA ` ∀x, y(form∆0

(x)→ ∃s, t(s, t determines Sat∆0
(x, y)))

証明. y を任意にとり，xを form(x)を満たすようにとる．するとまず

formseq(s) ∧ last(s) = x

を満たす sがとれる．ここで以下の論理式を θ(i, s)とおく．

∀m ≤ i∀y′∃t[satseq∆0
(s ↾ (m+ 1), t) ∧ len(t) > 0 ∧ ∃l < len(t) ∧ ∃w ≤ 1([t]l = 〈m, y′, w〉)]

示すべきことは θ(len(s) − 1, s) なので，以下を確かめれば θ に関する帰納法公理*4から十分で

ある．
θ(0, s) ∧ ∀i < len(s)− 1(θ(i, s)→ θ(i+ 1, s))

Base: θ(0, s)

示すべきは ∀y′∃t[satseq∆0
(s ↾ 1, t) ∧ len(t) > 0 ∧ ∃l < len(t) ∧ ∃w ≤ 1([t]l = 〈0, y′, w〉)] であ

る．s ↾ 1 = [[s]0]に注意せよ．

CaseB-1: [s]0 = ⌜(u = u′)⌝のとき．ただし term(u), term(u′)

y′ を任意に取る．val(u, y′) = val(u′, y′) なら t = [〈0, y′, 1〉] が，val(u, y) 6= val(u′, y′) なら

t = [〈0, y′, 0〉]が satseq(s ↾ 1, t)を満たす．
CaseB-2: [s]0 = ⌜(u < u′)⌝のとき．ただし term(u), term(u′)

y′ を任意に取る．val(u, y′) < val(u′, y′) なら t = [〈0, y′, 1〉] が，val(u, y) ≥ val(u′, y′) なら

t = [〈0, y′, 0〉]が satseq(s ↾ 1, t)を満たす．
Induction: i < len(s)について θ(i− 1, s)を仮定し θ(i, s)を示す．

示すべきは ∀y′∃t[satseq∆0
(s ↾ (m+1), t)∧ len(t) > 0∧∃l < len(t)∧∃w ≤ 1([t]l = 〈m, y′, w〉)]

である．Base 同様 [s]i の形に応じて場合分けを行う．読者の便宜のためにここに帰納法の仮定を

明示しておく．

∀m ≤ i− 1∀y′∃t[satseq∆0
(s ↾ (m+ 1), t) ∧ len(t) > 0 ∧ ∃l < len(t) ∧ ∃w ≤ 1([t]l = 〈m, y′, w〉)]

CaseI-1: [s]i = ⌜(u ∗R u′)⌝のとき．ただし term(u), term(u′)で ∗R は =か <．

CaseB-1,2と同様である．

CaseI-2: [s]i = ⌜([s]j ∗L [s]k)⌝のとき．ただし j, k < iで ∗L は ∧か ∨．
y′ を任意に取る．いま j, k ≤ i− 1なので帰納法の仮定から tj , lj , wj と tk, lk, wk で以下を満た

すものが存在する．

satseq(s ↾ (j + 1), tj) ∧ len(tj) > 0 ∧ lj < len(tj) ∧ [t]l = 〈j, y′, wj〉

satseq(s ↾ (k + 1), tk) ∧ len(tk) > 0 ∧ lk < len(tk) ∧ [t]k = 〈k, y′, wk〉

*4 ここでこの節初めて Π1 ∪ Σ1 以外の帰納法公理を適用する．実際にはここも y′ を有界量化にすることで IΣ1 で示
せることが Kaye[1]p128 に問として挙げられている．
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このとき w :=

min(wj , wk) if [s]i = ⌜([s]j ∧ [s]k)⌝

max(wj , wk) if [s]i = ⌜([s]j ∨ [s]k)⌝
とおき，t := t∩j t

∩
k [〈i, y′, w〉] と定めれば

この tで satseq∆0
(s ↾ (i+ 1), t)が成り立つ．

CaseI-3: [s]i = ⌜(¬[s]j)⌝のとき．ただし j < i．

y′ を任意に取る．いま j ≤ i − 1なので帰納法の仮定から tj , lj , wj で以下を満たすものが存在

する．
satseq(s ↾ (j + 1), tj) ∧ len(tj) > 0 ∧ lj < len(tj) ∧ [t]l = 〈j, y′, wj〉

このとき w := 1− wj とおき，t := t∩j [〈i, y′, w〉]と定めればこの tで satseq∆0
(s ↾ (i+ 1), t)が成

り立つ．

CaseI-4: [s]i = ⌜(∃vk((vk < u) ∧ [s]j))⌝のとき．ただし j < i, k ≤ s, term(u)．

y′ を任意に取る．まず次が成り立つことを pの val(u, y′)までの帰納法で示す．

∀p ≤ val(u, y′)∃t[satseq(s ↾ (j + 1), t) ∧ len(t) > 0

∧ ∀r < p∃l < len(t)∃w ≤ 1([t]l = 〈j, y′[r/k], w〉)]
(3.1)

p = 0はいま j ≤ i − 1なので帰納法の仮定 θ(i − 1, s)から明らか．次に p < val(u, y′)につい

て以下を満たす tが存在したとする．

satseq(s ↾ (j + 1), t) ∧ len(t) > 0 ∧ ∀r < p∃l < len(t)∃w ≤ 1([t]l = 〈j, y′[r/k], w〉)

このとき再び帰納法の仮定 θ(i− 1, s)において y′ を y′[p/k]として次を満たす t′ を得る．

satseq∆0
(s ↾ (j + 1), t′) ∧ len(t′) > 0 ∧ ∃l < len(t′) ∧ ∃w ≤ 1([t′]l = 〈j, y′[p/k], w〉)

よって t′′ := t∩t′ とすればこの t′′ は (3.1)の p+ 1の場合の条件を満たす．よって (3.1)の帰納法

が完了した．以上より次を満たす tが存在する．

satseq(s ↾ (j + 1), t) ∧ len(t) > 0 ∧ ∀r < val(u, y′)∃l < len(t)∃w ≤ 1([t]l = 〈j, y′[r/k], w〉)

ここで w :=

1 if ∃r < val(u, y′)∃l < len(t)([t]l = 〈j, y′[r/k], 1〉)

0 if ¬∃r < val(u, y′)∃l < len(t)([t]l = 〈j, y′[r/k], 1〉)
とおき，t′ := t∩[〈i, y′, w〉]

と定めれば satseq∆0
(s ↾ (i+ 1), t′)が成り立つ．

CaseI-4: [s]i = ⌜(∀vk((¬(vk < u)) ∨ [s]j))⌝のとき．ただし j < i, k ≤ s, term(u)．

CaseI-3の証明において w の定義中の ∃r < · · · を ∀r < · · · とすればよい．以上で θ(i, s)が確

認できた．

補題 3.9.
PA ` ∀s, t, s′, t′, i, i′, l, l′, w, w′, y

[satseq∆0
(s, t) ∧ satseq∆0

(s′, t′) ∧ [s]i = [s′]i′ ∧ [t]l = 〈i, y, w〉 ∧ [t′]l′ = 〈i′, y, w′〉 → w = w′]
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証明. s, t, s′, t′ を任意にとって固定しておく．次の論理式を φ(x, s, t, s′, t′) とおき，

∀xφ(x, s, t, s′, t′)を示せば十分．

∀l, l′ ≤ x∀y, i, i′, w, w′[satseq∆0
(s, t) ∧ satseq∆0

(s′, t′) ∧ [s]i = [s′]i′

∧ [t]l = 〈i, y, w〉 ∧ [t′]l′ = 〈i′, y, w′〉 → w = w′]

Base: x = 0，すなわち l = l′ = 0の場合．

以下を満たす y, i, i′, w, w′ を任意にとる．

satseq∆0
(s, t) ∧ satseq∆0

(s′, t′) ∧ [s]i = [s′]i′ ∧ [t]0 = 〈i, y, w〉 ∧ [t′]0 = 〈i′, y, w′〉

このとき，[s]i と [s′]i′ はともに原始論理式か有界量化の論理式である．後者なら w = w′ は明らか

なのでともに原子論理式であるとする．このとき項の一意解読性からある term(u), term(u′)なる

u, u′ によって
[s]i = ⌜(u = u′)⌝ = [s′]i′もしくは [s]i = ⌜(u < u′)⌝ = [s′]i′

である．前者なら
w = 1↔ val(u, y′) = val(u′, y)↔ w′ = 1

であり，後者なら
w = 1↔ val(u, y′) < val(u′, y)↔ w′ = 1

となるのでいずれにせよ w = w′ である．

Induction:

以下を満たす l, l′ ≤ x+ 1, y, i, i′, w, w′ を任意にとる．

satseq∆0
(s, t) ∧ satseq∆0

(s′, t′) ∧ [s]i = [s′]i′ ∧ [t]l = 〈i, y, w〉 ∧ [t′]l′ = 〈i′, y, w′〉

[s]i の形に応じて場合分けをする．

CaseI-1: [s]i = [s′]i′ が原始論理式の場合．

Baseと全く同様である．

CaseI-2: [s]i = [s′]i′ = ⌜([s]j ∧ [s]k)⌝(j, k < i)のとき．

j′, k′ < i′ で [s′]i′ = ⌜([s′]j′ ∧ [s′]k′)⌝ となるものが存在する（[s′]i′ が他の形の場合矛盾が生

じる）．すると論理式の一意解読性より [s]j = [s′]j′ かつ [s]k = [s′]k′ である．いま satseq(s, t)，

satseq(s′, t′)であるから，以下を満たす l1, l2 < l,w1, w2 ≤ 1, l′1, l
′
2 < l,w′

1, w
′
2 ≤ 1が存在する．

[t]l1 = 〈j, y, w1〉 ∧ [t]l2 = 〈k, y, w2〉 ∧ (w = 1↔ w1 = 1 ∧ w2 = 1)

[t]l′1 = 〈j′, y, w′
1〉 ∧ [t′]l′2 = 〈k′, y, w2〉 ∧ (w′ = 1↔ w′

1 = 1 ∧ w′
2 = 1)

いま l1, l2 ≤ x で [s]j = [s′]j′ だったことを思い出せば帰納法の仮定によって w1 = w′
1 だと分か

る．同様に w2 = w′
2 でもあるので w = w′ が成り立つ．

CaseI-3: [s]i = [s′]i′ = ⌜([s]j ∨ [s]k)⌝(j, k < i)のとき．

CaseI-2と同様である．
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CaseI-4: [s]i = [s′]i′ = ⌜(¬[s]j)⌝(j < i)のとき．

CaseI-2と同様の議論をすればよいので省略する．

CaseI-5: [s]i = [s′]i′ = ⌜(∃vk((vk < u) ∧ [s]j))⌝のとき．ただし j < i, k ≤ s, term(u)．

j′ < i′ で [s′]i′ = ⌜(∃vk((vk < u) ∧ [s′]j′))⌝ となるものが存在する．このとき [s]j = [s′]j′ であ

り，satseq(s, t)と satseq(s′, t′)より

∀r < val(u, y)[∃l1 < l∃w1 ≤ 1([t]l1 = 〈j, y[r/k], w1〉) ∧ ∃l′1 < l′∃w′
1 ≤ 1([t′]l′1 = 〈j′, y[r/k], w′

1〉)]

であり，
w = 1↔ ∃r < val(u, y)∃l1 < l([t]l1 = 〈j, y[r/k], 1〉)

w′ = 1↔ ∃r < val(u, y)∃l′1 < l([t′]l′1 = 〈j′, y[r/k], 1〉)

となる．したがって w = 1 と仮定すると，ある r < val(u, y) と l1 < l で [t]l1 = 〈j, y[r/k], 1〉
となる．この r に対して [t′]l′1 = 〈j′, y[r/k], w′

1〉) となる l′1 < l′ と w′
1 ≤ 1 が存在する．ここで

[s]j = [s′]j′ だったことを思い出せば，帰納法の仮定から w′
1 = 1が従うので w′ = 1でもある．全

く同様にして w′ = 1⇒ w = 1も成り立つので w = w′ である．

CaseI-6: [s]i = [s′]i′ = ⌜(∀vk((¬(vk < u)) ∨ [s]j))⌝のとき．ただし j < i, k ≤ s, term(u)．

CaseI-5 と同様である．

定理 3.10. PA ` ∀x, y(Sat∆0
(x, y)↔

form∆0
(x)∧∀s, t(s, t determines Sat∆0

(x, y)→ ∃i < len(s)∃l < len(t)([t]l = 〈i, y, 1〉∧[s]i = x)))

したがって Sat∆0(x, y)は ∆1(PA)である．

証明. x, y は固定しておく．

(→) まず Sat∆0
(x, y)の定義により，ある s, tで，

satseq∆0
(s, t) ∧ last(s) = x ∧ ∃l < len(t)([t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉)

となるものが存在する．いま任意に s′, t′ をとって s′, t′ determines Sat∆0
(x, y) と仮定した

とき，その定義から satseq∆0
(s′, t′) であり，ある l′ < len(t′) と i′ < len(s′) と w′ ≤ 1 で

[s′]i′ = x ∧ [t′]l′ = 〈i′, y, w′〉となるものが存在する．するとある l < len(t)で

satseq∆0
(s, t)∧satseq∆0

(s′, t′)∧[s′]i′ = x = [s]len(s)−1∧[t′]l′ = 〈i′, y, w′〉∧[t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉

となるので，補題 3.9より w′ = 1が導かれる．

(←) 仮定より form∆0
(x)なので補題 3.8より s, t determines Sat∆0

(x, y)を満たす s, tが存在

する．するとこのとき再び仮定よりある i < len(s)と l < len(t)で [t]l = 〈i, y, 1〉 ∧ [s]i = xとな

るものが存在しているので，s′ := s∩[x], t′ := t∩[〈len(s′)− 1, y, 1〉]とおけば

satseq∆0
(s′, t′) ∧ last(s′) = x ∧ [t′]len(t′)−1 = 〈len(s′)− 1, y, 1〉

が成り立つ．したがって Sat∆0(x, y)が得られたことになる．
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定理 3.11. 次が PAで証明可能．

∀y, i, r, s, u, v{term(r) ∧ term(s)∧form∆0(u) ∧ form∆0(v)→
Sat∆0

(⌜(r = s)⌝, y)↔ val(r, y) = val(s, y) ∧
Sat∆0

(⌜(r < s)⌝, y)↔ val(r, y) < val(s, y) ∧
Sat∆0

(⌜(u ∧ v)⌝, y)↔ Sat∆0
(u, y) ∧ Sat∆0

(v, y) ∧
Sat∆0(⌜(¬u)⌝, y)↔ ¬Sat∆0(u, y) ∧

Sat∆0
(⌜(u ∨ v)⌝, y)↔ Sat∆0

(u, y) ∨ Sat∆0
(v, y) ∧

Sat∆0
(⌜((∃vi((vi < r) ∧ u)⌝, y)↔ ∃x < val(r, y)Sat∆0

(u, y[x/i]) ∧
Sat∆0

(⌜(∀vi((¬(vi < r)) ∨ u))⌝, y))↔ ∀x < val(r, y)Sat∆0
(u, y[x/i])}

証明. y, iと term(r) ∧ term(s) ∧ form∆0
(u) ∧ form∆0

(v)を満たす r, s, u, v を任意にとって固定

しておく．

Claim1: Sat∆0(⌜(r = s)⌝, y)↔ val(r, y) = val(s, y)．

(→) 仮定より次を満たす s, tが存在する．

satseq∆0
(s, t) ∧ last(s) = ⌜(r = s)⌝ ∧ ∃l < len(t)([t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉) (3.2)

よってある l < len(t)で [t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉)であって [s]len(s)−1 = last(s) = ⌜(r = s)⌝なの
で val(r, y) = val(s, y)となる．

(←) s = [⌜(r = s)⌝], t = [〈0, y, 1〉]とすれば 3.2が満たされる．

Claim2: Sat∆0
(⌜(r = s)⌝, y)↔ val(r, y) < val(s, y)．

Claim1と同様である．

Claim3: Sat∆0(⌜(u ∧ v)⌝, y)↔ Sat∆0(u, y) ∧ Sat∆0(v, y)．

(→) 仮定より次を満たす s, tが存在する

satseq∆0
(s, t) ∧ last(s) = ⌜(u ∧ v)⌝ ∧ ∃l < len(t)([t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉)

このとき formseq∆0
(s)と論理式の一意解読性よりある j, k < len(s)− 1が存在して

⌜(u ∧ v)⌝ = [s]len(s)−1 = ⌜([s]j ∧ [s]k)⌝

となり，[s]j = u ∧ [s]k = v でもある．よって l1, l2 < lで以下を満たすものが存在する．

[t]l1 = 〈j, y, 1〉 ∧ [t]l2 = 〈k, y, 1〉

したがって s ↾ (j + 1), t ↾ (l1 + 1)によって

satseq∆0
(s ↾ (j + 1), t) ∧ last(s ↾ (j + 1)) = [s]j = u ∧ [t ↾ (l1 + 1)]l1 = 〈s ↾ (j + 1)− 1, y, 1〉)

が成り立つので Sat∆0(u, y)が分かり，同様に s ↾ (k + 1), t ↾ (l2 + 1)によって Sat∆0(v, y)が分

かる．

(←) Sat∆0
(u, y)と Sat∆0

(v, y)から以下を満たす s, t, s′, t′ がとれる．

satseq∆0
(s, t) ∧ last(s) = u ∧ ∃l < len(t)([t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉)

25



satseq∆0
(s′, t′) ∧ last(s′) = v ∧ ∃l < len(t′)([t′]l = 〈len(s′)− 1, y, 1〉)

よって s′′ := s∩s′∩[⌜(u ∧ v)⌝], t′′ := t∩t′∩[〈len(s) + len(s′), y, 1〉]によって

satseq∆0
(s′′, t′′) ∧ last(s′′) = ⌜(u ∧ v)⌝ ∧ ([t′′]len(t′′)−1 = 〈len(s′′)− 1, y, 1〉)

が成り立つので Sat∆0(⌜(u ∧ v)⌝, y)が分かる．
Claim4: Sat∆0(⌜(¬u)⌝, y)↔ ¬Sat∆0(u, y)．

(→)

仮定より次を満たす s, tが存在する

satseq∆0
(s, t) ∧ last(s) = ⌜(¬u)⌝ ∧ ∃l < len(t)([t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉)

このとき formseq∆0
(s)と論理式の一意解読性よりある j < len(s)− 1が存在して

⌜(¬u)⌝ = [s]len(s)−1 = ⌜(¬[s]j)⌝

となり，[s]j = u でもある．よって l1 < len(t)で [t]l1 = 〈j, y, 0〉を満たすものが存在する．さて，
いま示すべきは ¬Sat∆0(u, y) すなわち

∀s′, t′[satseq∆0
(s′, t′) ∧ last(s′) = u→ ¬(∃l′ < len(t′)([t′]l′ = 〈len(s′)− 1, y, 1〉))]

であるので，まず任意に satseq∆0
(s′, t′) ∧ last(s′) = u を満たす s′, t′ をとる．もし仮にある

l′ < len(t′)が存在して [t′]l′ = 〈len(s′)− 1, y, 1〉)が成り立つとすると，

[s′]len(s′)−1 = u = [s]j

なので補題 3.9より 0 = 1が導かれて矛盾する．

(←)まず form∆0(u)より form∆0(⌜(¬u)⌝)なので，補題 3.8より，ある s, tで s, t determines Sat∆0(⌜(¬u)⌝, y)
すなわち

satseq∆0
(s, t) ∧ ∃l < len(t)∃i < len(s)∃w ≤ 1([s]i = ⌜(¬u)⌝ ∧ [t]l = 〈i, y, w〉)

が成り立つ．よってここで l < len(t), i < len(s), w ≤ 1 を [s]i = ⌜(¬u)⌝ ∧ [t]l = 〈i, y, w〉 とな
るようにとれば，論理式の一意解読性と formseq∆0

(s) よりある j < i で [s]i = ⌜(¬[s]j)⌝ かつ
[s]j = uとなる．してがってある l1 < l と w1 ≤ 1で [t]l1 = 〈j, y, w1〉を満たすものが存在する．
このとき

satseq∆0
((s ↾ (j + 1)), t ↾ (l1 + 1)) ∧ last(s ↾ (j + 1)) = u ∧ [t ↾ (l1 + 1)]l1 = 〈j, y, w1〉

が成り立つ．いま ¬Sat∆0(u, y)すなわち

∀s′, t′(satseq∆0
(s′, t′) ∧ last(s′) = u→ ∀l′ < len(t′)[t′]l′ 6= 〈len(s′), y, 1〉)

を仮定しているので w1 = 0だと分かる．ゆえに w = 1 ↔ w1 = 0より w = 1が導かれる．以上

から s ↾ (i+ 1), t ↾ (l + 1)によって Sat∆0(⌜(¬u)⌝, y)だと分かる．
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Claim5: Sat∆0
(⌜(u ∨ v)⌝, y)↔ Sat∆0

(u, y) ∨ Sat∆0
(v, y)．

(→) Claim3の (→)と同様である．

(←)

Case(i) Sat∆0(u, y) ∧ Sat∆0(v, y)のとき．

Claim3の (←)と同様である．

Case(ii) ¬Sat∆0
(u, y) ∧ Sat∆0

(v, y)のとき．

Claim3,4より

¬Sat∆0
(u, y) ∧ Sat∆0

(v, y)↔ Sat∆0
(⌜(¬u)⌝, y) ∧ Sat∆0

(v, y)↔ Sat∆0
(⌜((¬u) ∧ v)⌝, y)

であり，Sat∆0
の定義より明らかに Sat∆0

(⌜((¬u) ∧ v)⌝, y)→ Sat∆0
(⌜(u ∨ v)⌝, y)である．

Case(iii) Sat∆0(u, y) ∧ ¬Sat∆0(v, y)のとき．

Case(ii)と同様である．

Claim6: Sat∆0
(⌜(∃vi((vi < r) ∧ u))⌝, y)↔ ∃x < val(r, y)Sat∆0

(u, y[x/i])．

(→) 仮定より以下を満たす s, tが存在する．

satseq∆0
(s, t) ∧ last(s) = ⌜(∃vi((vi < r) ∧ u))⌝ ∧ ∃l < len(t)([t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉)

このときある j < len(s)が存在して，

[s]len(s)−1 = ⌜(∃vi((vi < r) ∧ u))⌝
= ⌜(∃vi((vi < r) ∧ [s]j))⌝

となり [s]j = u が成り立つ．またある l < len(t) で [t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉 となることから，
x < val(r, y)と l1 < lが存在して [t]l1 = 〈j, y[x/i], 1〉である．したがって s ↾ (j + 1), t ↾ (l1 + 1)

によって

satseq∆0
((s ↾ (j + 1)), t ↾ (l1 + 1)) ∧ last(s ↾ (j + 1)) = u ∧ [t ↾ (l1 + 1)]l1 = 〈j, y[x/i], 1〉

であるので Sat∆0
(u, y[x/i])だと分かる．

(←)対偶を示す．¬Sat∆0(⌜(∃vi((vi < r)∧u))⌝, y)すなわち Sat∆0(⌜(¬(∃vi((vi < r)∧u)))⌝, y)
を仮定する．このときもし仮にある x < val(r, y) が存在して Sat∆0(u, y[x/i]) が成り立ったとす

ると，ある s′, t′ と l′ < len(t′)で以下を満たすものが存在する．

satseq∆0
(s′, t′) ∧ last(s′) = u ∧ [t′]l′ = 〈len(s′)− 1, y[x/i], 1〉

一方 Sat∆0
(⌜(¬(∃vi((vi < r) ∧ u)))⌝, y) よりを次を満たす s, tと l < len(t)が存在する．

satseq∆0
(s, t) ∧ last(s) = ⌜(¬(∃vi((vi < r) ∧ u)))⌝ ∧ [t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉

するとある j < k < len(s)が存在して，

[s]len(s)−1 = ⌜(¬(∃vi((vi < r) ∧ u)))⌝
= ⌜(¬[s]k)⌝
= ⌜(¬(∃vi((vi < r) ∧ [s]j)))⌝
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となり [s]k = ⌜(∃vi((vi < r) ∧ [s]j))⌝と [s]j = uも成り立つ．また [t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉より
ある lk < lで [t]lk = 〈k, y, 0〉となり，

∀z < val(r, y)∃lj < lk∃w ≤ 1([t]lj = 〈j, y[z/i], w〉) ∧ ∀z < val(r, y)∀lj < lk([t]lj = 〈j, y[z/i], 0〉)

が成り立つ．よって特に x(< val(r, y))について，ある l1 < lk が存在して [t]l1 = 〈j, y[x/i], 0〉が
成り立つが，

[s]j = u = [s′]len(s)−1 ∧ [t]l1 = 〈j, y[x/i], 0〉 ∧ [t′]l′ = 〈len(s′)− 1, y[x/i], 1〉

なので補題 3.9より 0 = 1が導かれて矛盾する．

Claim7: Sat∆0
(⌜(∀vi((¬(vi < r)) ∨ u))⌝, y))↔ ∀x < val(r, y)Sat∆0

(u, y[x/i])

Claim6と同様である．

(←) 対偶を示す．¬Sat∆0
(⌜(∀vi((¬(vi < r)) ∨ u))⌝, y) と仮定すると Claim4 より

Sat∆0(⌜(¬(∀vi((¬(vi < r)) ∨ u)))⌝, y) であるので，以下を満たす s, t および l < len(t) が

存在する．

satseq∆0
(s, t) ∧ last(s) = ⌜(¬(∀vi((¬(vi < r)) ∨ u)))⌝ ∧ [t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉

このときある j < k < len(s)− 1で

[s]len(s)−1 = ⌜(¬(∀vi((¬(vi < r)) ∨ u)))⌝
= ⌜(¬[s]k)⌝
= ⌜(¬(∀vi((¬(vi < r)) ∨ [s]j)))⌝．

となり [s]k = ⌜(∀vi((¬(vi < r)) ∨ [s]j))⌝と [s]j = uも成り立つ．また [t]l = 〈len(s)− 1, y, 1〉よ
りある lk < lが存在して [t]lk = 〈k, y, 0〉となるので

∀z < val(r, y)∃lj < lk∃w ≤ 1([t]lj = 〈j, y[z/i], w〉) ∧ ∃z < val(r, y)∀lj < lk([t]lj = 〈j, y[z/i], 0〉)

が成り立つ．したがってある x < val(r, y)と lj < lk が存在して [t]lj = 〈j, y[x/i], 0〉が導かれる．
するとこの xで Sat∆0

(⌜(¬u)⌝, y[x/i])すなわち ¬Sat∆0
(u, y[x/i])が成り立つ．

系 3.12. LA の任意の∆0 論理式 θ(v0, v1..., vk)（論理式に含まれる自由変数は v0, ..., vk のみ）に

対して次が成り立つ．

PA ` ∀a0, ..., an−1, b[θ(a0, ..., an−1)↔ Sat∆0(⌜θ(v0, ..., vn−1)⌝, [a0, ..., an−1]
∩b)]

証明. LA 論理式の複雑さによる帰納法で示す．

Base: 原子論理式の場合

まず θ(v0, ..., vn−1)を (r(v0, ..., vn−1) = s(v0, ..., vn−1))とする（r, sは本物のLA の項）．する

と系 3.4より任意にとった a0, ..., an−1, bについて

r(a0, ..., an−1) = val(⌜r⌝, [x0, ..., xn−1]
∩[b]) ∧ s(a0, ..., an−1) = val(⌜s⌝, [x0, ..., xn−1]

∩[b])
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であるので，

r(a0, ..., an−1) = s(a0, ..., an−1)↔ val(⌜r⌝, [a0, ..., an−1]
∩[b]) = val(⌜s⌝, [a0, ..., an−1]

∩[b])

↔ Sat∆0(⌜(r = s)⌝, [a0, ..., an−1]
∩[b])

θ(v0, ..., vn−1) が (r < s)である場合も同様．

induction:

θ(v0, ..., vn−1) = θu(v0, ..., vn−1) ∧ θv(v0, ..., vn−1)なら帰納法の仮定から 任意の a0, ..., an−1, b

について

θ(a0, ..., an−1)↔ θu(a0, ..., an−1) ∧ θv(a0, ..., an−1)

↔ Sat∆0((⌜θu(v0, ..., vn−1)⌝, [a0, ..., an−1]
∩b) ∧ Sat∆0((⌜θv(v0, ..., vn−1)⌝, [a0, ..., an−1]

∩b)

↔ Sat∆0
((⌜θ(v0, ..., vn−1)⌝, [a0, ..., an−1]

∩b)

となる．本質的なのは存在量化である．束縛変数の位置で場合分けして考える．

Case1: θ(v0, ..., vn−1) = ∃vk((vk < r) ∧ θu(v0, ..., vk, ..., vn−1))

任意の a0, ..., an−1, bについて

θ(a0, ..., an−1)↔ ∃vk((vk < r) ∧ θu(a0, ..., vk, ..., an−1))

↔ ∃vk < r θu(a0, ..., vk, ...an−1) (上の略記)

↔ ある x < r でθu(a0, ..., x, ...an−1)

↔ ある x < r で Sat∆0(⌜θu(v0, ..., vk, ..., vn−1)⌝, [a0, ..., x, ...an−1]
∩b) (∵ 帰納法の仮定)

↔ ある x < r で Sat∆0
(⌜θu(v0, ..., vk, ..., vn−1)⌝, ([a0, ..., ak, ..., an−1]

∩b)[x/k])

↔ ∃vk < r Sat∆0
(⌜θu(v0, ..., vk, ..., vn−1)⌝, ([a0, ..., an−1]

∩b)[vk/k]))

↔ ∃vk < val(⌜r⌝, [a0, ..., an−1]
∩b)Sat∆0(⌜θu(v0, ..., vk, ..., vn−1))⌝, ([a0, ..., an−1]

∩b)[vk/k])

↔ Sat∆0
(⌜∃vk((vk < r) ∧ θu(v0, ..., vk, ..., vn−1))⌝, [a0, ..., an−1]

∩b) (∵ 定理 3.11)

↔ Sat∆0(⌜θ(v0, ..., vn−1)⌝, [a0, ..., an−1]
∩b)

Case2: θ(v0, ..., vn−1) = ∃vk((vk < r) ∧ θu(v0, ..., vn−1, ..., vk))

任意の a0, ..., an−1, bについて

θ(a0, ..., an−1)↔ ∃vk((vk < r) ∧ θu(a0, ..., an−1, ..., vk))

↔ ∃vk < r θu(a0, ..., an−1, ..., vk) (上の略記)

↔ ある x < r でθu(a0, ..., an−1, ..., x)

↔ ある x < r で Sat∆0
(⌜θu(v0, ..., vn−1, ..., vk))⌝, ([a0, ..., an−1]

∩b)[x/k]) (∵ 帰納法の仮定)

↔ ∃vk < r Sat∆0(⌜θu(v0, ..., vn−1, ..., vk)⌝, ([a0, ..., an−1]
∩b)[vk/k])

↔ ∃vk < val(⌜r⌝, [a0, ..., an−1]
∩b)Sat∆0

((⌜θu(v0, ..., vn−1, ..., vk)⌝, ([a0, ..., an−1]
∩b)[vk/k]))

↔ Sat∆0((⌜∃vk((vk < r) ∧ θu(v0, ..., vn−1, ..., vk))⌝, [a0, ..., an−1]
∩b) (∵ 定理 3.11)

↔ Sat∆0
((⌜θ(v0, ..., vn−1)⌝, [a0, ..., an−1]

∩b)
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